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Prologo

ste libro recoge las ponencias presentadas al VIII Congreso Internacional de

Historia de la Estadistica y de la Probabilidad organizado por la Asociacion de
Historia de la Estadistica y de la Probabilidad de Espafia (A.H.E.P.E.), junto con la
Universidad Complutense, la Universidad Rey Juan Carlos y la Universidad de Cas-
tilla-La Mancha, y que tuvo lugar en el marco incomparable del Real Centro Uni-
versitario Escorial-Maria Cristina, los dias 1, 2 y 3 de octubre de 2015. El Real
Centro era la antigua Casa de la Compafia, que fue mandada construir por Felipe I
en el siglo XV para dar servicio a la corte y a sus huéspedes. En 1982 la reina regente
Maria Cristina de Habsburgo, manda construir el Real Centro de Estudios Superiores
y encomienda a los agustinos su administracion y cuidado.

La apertura oficial del Congreso fue realizada por el profesor Miguel Angel Gé-
mez Villegas, presidente de A.H.E.P.E., acompafiado por el P. Agustin Alonso Ro-
driguez, Decano de Administracion y Direccion de Empresas del Real Centro de
Estudios Superiores y por el profesor Antonio Diaz-Cano, Decano de la Facultad de
Ciencias Matematicas de la Universidad Complutense.

La conferencia inaugural, fue impartida por el profesor Knobloch sobre musica y
combinatoria en el siglo XVII, las conferencias plenarias corrieron a cargo de los
profesores Eric Brian, que puso de manifiesto el cambio dréstico necesario, que en
su opinién, los expertos deben dar a la interpretacion de la probabilidad, para enfren-
tarse al siglo XXI; y Laurent Mazliak, que recogi6 la figura de René Gateaux, como
representante del matematico francés que quiza, mejor simboliza la grave pérdida
que sufrié la ciencia, como consecuencia de las guerras mundiales, al tener que pres-
cindir de figuras con lineas de investigacion muy prometedoras.

Se estudiaron las figuras de algunos probabilistas y estadisticos, como Cardano,
Caramuel, Monmort, Gosset y Gabriel y Galan, se recogieron los origenes de algu-
nos conceptos e instituciones, como poblacion, Sociedad Matritense de Amigos del
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Pais, tablas de mortalidad, indices de concentracion, econometria, fiabilidad en psi-
cometria, y se fijaron los comienzos de las estadisticas de mortalidad y de la esta-
distica contractual espafiola.

Desde otro punto de vista, se analizo la evolucion del muestreo en las ciencias
sociales, la estadistica y la economia matematica en Cournot, la medida de la de-
sigualdad de Atkinson, la aplicacion de la probabilidad a la jurisprudencia en Leibniz
y se plantearon los nuevos retos a los que van a tener que enfrentarse, presumible-
mente, la estadistica y la probabilidad en el siglo XXI, como los big data y el anélisis
automatico de datos.

Aprovechando la figura del P. Agustin, el Congreso realizé una interesante visita
al interior del Monasterio, para recorrer después la parte estandar guiada del mismo,
de la que se encarg6 El Patrimonio Nacional. Por ltimo, y dada la especializacion
historica de los congresistas, se visitd la magnifica Biblioteca del mismo que nos fue
explicada por el director de la misma que mostro el facsimil del primer documento
del siglo XI en el que aparece por primera vez la notacion arabiga de los nimeros,
entre otras joyas que conserva la Biblioteca del Monasterio.

Agradecemos a los patrocinadores del Congreso: la Facultad de Ciencias Mate-
maticas de la Universidad Complutense, la Universidad de Castilla-La Mancha, al
Real Centro de Estudios Superiores El Escorial-Maria Cristina, al Patrimonio Nacio-
nal y a la Universidad Rey Juan Carlos, la ayuda prestada, sin su concurso no hubiera
sido posible la organizacion de este evento.

El Comité Cientifico estuvo formado por José M. Arribas Macho (UNED), Jesus
Basulto Santos (US), Antonio Franco Rodriguez-Lé&zaro (USP-CEU), Miguel Angel
Gomez Villegas (UCM), Fco. Javier Martin Pliego (URJC), Mary Sol de Mora Char-
les (UPV), Jose Maria Riobdo Almanzor (USC) y Jesls Santos del Cerro (UCLM)
y el Comité Organizador por Miguel Angel Gomez Villegas (UCM), Fco. Javier
Martin Pliego (URJC), Sonia de Paz Cobo (URJC), Mary Sol de Mora Charles
(UPV) y Jesus Santos del Cerro (UCLM).

A todos ellos mi mas profundo agradecimiento.

Madrid, abril de 2017 Dr. Miguel Angel Gémez Villegas
Presidente de A.H.E.P.E.
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APROXIMACION HISTORICA
A LA EVALUACION
ESTADISTICA DE LA
FIABILIDAD DE
INSTRUMENTOS DE
MEDICION PSICOMETRICOS

CAROLINA LAGARES FRANCO
JUAN Luis GONzALEZ CABALLERO
MARIA JOSE ABELLAN HERVAS
MARTA ALMENARA ABELLAN

JOSE ALMENARA BARRIOS

Universidad de Cadiz

1. INTRODUCCION

Desde finales del siglo X1X y a lo largo del siglo XX, el area de la ciencia que se ha
encargado de la construccidn, analisis y evaluacion de los instrumentos, test o esca-
las, utilizados para recoger informacion en disciplinas relacionadas con el compor-
tamiento humano ha sido la Psicometria. En general, esta ciencia se encarga de apor-
tar soluciones a los problemas que surgen en la medicién de cualquier caracteristica
cuya definicion no esté exenta de subjetividad.

El estudio histdrico de la evaluacion de instrumentos de medida, en términos de
fiabilidad, es una extensa tarea por los multiples procedimientos que se han desarro-
llado para medirla y la complejidad de los conceptos que engloba.



2 HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA (VIII)

Pretendemos en este trabajo realizar una sintesis historica sobre las principales
formas de evaluacion de la fiabilidad de instrumentos, fundamentalmente test y es-
calas, que se han propuesto desde finales del siglo X1X hasta la actualidad.

Inicialmente repasaremos el concepto de medicién y el de fiabilidad con el obje-
tivo de comprender mejor por qué una gran cantidad de cientificos dedicaron tiempo,
esfuerzo y conocimientos a la creacién de indices o coeficientes que garantizasen la
calidad de aquello que deseaba ser medido.

Continuaremos con un recorrido cronoldgico del desarrollo de indices o coefi-
cientes que evaltan fiabilidad, finalizando con un breve repaso de los més utilizados
en la actualidad.

2. MEDICION Y FIABILIDAD

Como apuntan Allen y Yen [1], podriamos decir que medir es el procedimiento por
el cual asignamos nlmeros a objetos o individuos de forma sistematica para repre-
sentar las propiedades que éstos poseen. El hecho de que puedan asignarse nimeros
o0 categorias utilizando reglas diferentes conduce a diferentes tipos de escalas y de
procesos de medicion [2]. Ademas, como afirma Bridgman [3], mas que un proceso
para asignar nameros utilizando reglas, la medicion es un proceso mediante el cual
se intenta comprender la naturaleza de la magnitud o variable que se mide.

En lineas generales, la fiabilidad de un instrumento de medida es entendida como
el grado en el que una medicién es consistente cuando se realiza en diversas ocasio-
nes bajo las mismas condiciones, obteniéndose resultados similares al medir, ese de-
cir, es estable en mediciones sucesivas [4]. Los estudios de fiabilidad surgieron por
la necesidad de evaluar la garantia con la cual el resultado obtenido al realizar una
medicion se ajustaba al verdadero valor que deseaba ser medido.

Es facil encontrar magnitudes que no presentan dificultad a la hora de ser medi-
das, ya que los instrumentos utilizados para tal fin son instrumentos objetivos (un
metro, un peso, etc.). Esta facilidad procede del amplio consenso existente en esta-
blecer un patrén oro o gold standard que sirve de referencia para estas mediciones.
Sin embargo, existen otro tipo de situaciones en las que las mediciones son comple-
jas, bien porque se carece de un patrén oro o bien porque aquello que desea ser me-
dido esta cargado de cierta subjetividad, como puede ser el hecho de medir dolor,
ansiedad o estrés. En estos casos, se dice que lo que se pretende medir es un cons-
tructo o una variable latente no observable, cuyo proceso de medida conlleva la con-
ceptualizacion y definicion de la naturaleza de la misma, la construccion de un
instrumento que permita recoger esta variable latente a partir de las variables obser-
vables relacionadas con ella, y la definicidn de una clasificacidn o escala que permita
diferenciar a los individuos medidos. El anlisis de las principales caracteristicas de
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los instrumentos de medicion utilizados en este tipo de procesos es fundamental para
garantizar la calidad de la informacidn recogida.

Una vez que es creado el instrumento (en general en psicometria un test o escala),
para medir un constructo, pueden surgir problemas. Un problema importante que
puede surgir al evaluar a un individuo es que las puntuaciones de éste pueden variar
de un test a otro, poniendo en cuestion si es correcto utilizar una sola puntuacion
para cada individuo. También puede ocurrir que varie la ordenacion que entre los
individuos producen diferentes escalas. Las causas de estas variaciones, entre otros
factores, pueden proceder de la propia persona que se esté midiendo, de la persona
que recoge la informacion, o del momento o lugar en el que se realiza la medicion.
Controlar la variacion en la medicion (errores) de estos factores es fundamental para
garantizar la calidad de aquello que desea ser medido, ya que los resultados que de
ello se deriven pueden influir posteriormente en la toma de decisiones.

Por todo ello, al utilizar instrumentos disefiados para la investigacion, es necesa-
rio establecer determinados requisitos que garanticen la calidad de la medicién que
se realice. Fundamentalmente se requiere que un instrumento sea valido y fiable.
Decimos que un instrumento es valido cuando mide aquella caracteristica del sujeto
para la que ha sido construido, es decir, expresa el grado en que el valor que se ob-
tiene en el proceso de medicion se corresponde con el verdadero valor de la medida
de un sujeto [4]. Como hemos comentado anteriormente, un instrumento es fiable
cuando mide de forma reproducible. La fiabilidad es una condicién previa a la vali-
dez dado que, si un instrumento no es fiable, es decir, no da puntuaciones o valores
constantes de una ocasion a otra, o lo que es lo mismo, sus mediciones dependen de
factores externos, no sera valido para el fin propuesto. Sin embargo, un instrumento
fiable no es suficiente para establecer la validez del mismo, dado que un instrumento
puede dar medidas consistentes y no ser valido [5]. La imagen 1 expresa de forma
grafica ambos conceptos.

Fiable, pero Valido, pero Ni fiable
no valido no fiable ni valido

Valido y Fiable

Imagen 1. Expresion grafica de la validez y fiabilidad. (Fuente: Elaboracién propia).

La falta de fiabilidad de un instrumento esta relacionada con la intervencion del
error, entendiendo éste como cualquier efecto que influye en el proceso de medicion.
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El estudio, andlisis y descomposicién del error cometido en un proceso de medida,
favorece la aparicién de distintas definiciones e interpretaciones de la fiabilidad de
un instrumento [6]. Por ejemplo, puede afirmarse que un instrumento es fiable
cuando las puntaciones observadas de un individuo estan altamente correlacionadas
con su puntuacion verdadera, entendiendo ésta como una puntuacién latente del in-
dividuo que en general no es observable. También es posible, utilizando algunos
supuestos, expresar la fiabilidad en términos de coeficientes de correlacion de dos
puntuaciones observadas de un mismo individuo (lo que se denominan test paralelos,
es decir, diferentes instrumentos que miden el mismo constructo). No menos impor-
tante es la fiabilidad que puede analizarse de los instrumentos de medida (test, in-
ventarios, cuestionarios, etc.) que estan compuestos de items.

Todas estas situaciones han dado lugar a diversas interpretaciones y métodos para
estimar la fiabilidad de un instrumento, dependiendo del objetivo a evaluar. No obs-
tante, en general, un andlisis de fiabilidad puede estar originado por dos tipos de
objetivos principales:

(@) Tratar de evaluar la consistencia interna de un instrumento compuesto por items.
La consistencia interna puede expresarse como el grado en que los items del
instrumento que evaltian el mismo constructo se correlacionan entre ellos.

(b) Analizar la estabilidad de las puntuaciones que se obtienen al realizar obser-
vaciones repetidas con el mismo instrumento o con instrumentos equivalen-
tes que midan el mismo constructo.

Este Gltimo tipo de fiabilidad encierra muchas situaciones, dependiendo de si es-
tamos interesados en el grado de acuerdo entre varios observadores (fiabilidad inter-
observador), o el acuerdo entre diferentes ocasiones con el mismo observador (fia-
bilidad intra-observador) o entre dos ocasiones de los mismos individuos separadas
por un intervalo de tiempo (test-retest). La Psicometria ha tratado de resolver el pro-
blema de proponer coeficientes de fiabilidad adecuados en cualquiera de los casos
anteriores, que han tratado de cuantificar la consistencia o la estabilidad entre las
multiples observaciones que se realicen en una escalade O a 1.

3. DESARROLLO HISTORICO DE LOS COEFICIENTES ESTADISTICOS
PARA EVALUAR LA FIABILIDAD PSICOMETRICA

La primera publicacion oficial relacionada con la psicometria tuvo lugar en 1860 de
la mano de Gustav Fechner (1801-1887) [7] que establece una relacion logaritmica
entre la medida de un estimulo psiquico y la medida de la sensacion observada. Sin
embargo, algunos autores consideran a Francis Galton (1822-1911) (Fig. 1) como el
fundador de la psicometria moderna [8], [9], [10] por sus contribuciones realizadas
en el campo de la antropometria, donde analizé no sélo las caracteristicas antropo-
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métricas de los individuos sino la variabilidad de dichas caracteristicas, siendo el
pionero en el tratamiento del error en mediciones [11]. Ademas, Galton ided con-
ceptualmente el coeficiente de correlacion que posteriormente desarroll6 Karl Pear-
son (1857-1936), que en ocasiones ha sido utilizado para valorar la fiabilidad de
mediciones, aunque posteriormente se comprobd que no es Util cuando las medicio-
nes realizadas son sistematicamente diferentes unas de otras [12].

Figura 1.-Francis Galton (1822-1911).

La herencia de Galton [10] se dejo sentir en Charles Edward Spearman (1863-
1945) (Figura 2), psicologo britanico que se formé en las universidades de Leipzig,
Wurzburgo y Géttingen y destacd por sus estudios sobre la inteligencia y las aptitu-
des humanas. Desarrollé la Teoria Bifactorial de la inteligencia, que fue la primera
teoria de organizacion de rasgos, basada en el andlisis estadistico de puntuaciones
obtenidas en tests. Spearman partié del supuesto que toda actividad cognoscitiva es
funcion de dos factores, uno general g, comln a cualquier actividad, y otro especifico
s, exclusivo de cada actividad e independiente de las demas y de g [9]. Ademas, fue
precursor de técnicas estadisticas como el coeficiente de correlacién por rangos que
lleva su nombre en el que correlaciona el orden realizado en un grupo de individuos
a través de dos mediciones diferentes.

A partir de los trabajos de estos predecesores, el instrumento mas utilizado para
medir determinadas caracteristicas del comportamiento humano fue el test com-
puesto por una serie de items. Estos instrumentos se construyeron (y se construyen)
para recoger las multiples partes de informacion de un constructo que se pretende
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estudiar, de forma que el total de las partes a partir de la suma de las puntuaciones
(o cualquier otro pardmetro) es capaz de medir mejor dicho constructo.

Figura 2. Charles Edward Spearman (1863-1945)

De esta forma, los procedimientos para estimar fiabilidad de esos instrumentos
comenzaron a desarrollarse en la primera mitad el siglo XX, a partir de los articulos
de Spearman [13] y Brown [14], que establecieron la relacion algebraica entre la
longitud de un test y su fiabilidad para determinados tipos de items.

Uno de los primeros planteamientos en este ambito fue la necesidad de medir la
fiabilidad de una puntuacién compuesta, teniendo en cuenta que es razonable pensar
gue debe haber una relacion entre la fiabilidad de la puntuacion compuesta y la de
sus componentes.

Como solucidn a esta situacion surgio la denominada férmula de Spearman-
Brown (1910), que trata de obtener la fiabilidad de una puntuacion compuesta por la
suma de otras:

X=Xy +... + X

Desde una perspectiva general, un investigador tiene acceso a p > 2 test paralelos,
X1, ..., Xp y esta interesado en la puntuacion X = X; + ... + X,. Al ser test paralelos,
tienen la misma varianza o, y la covarianza entre cualquiera dos test es igual a la
varianza de la puntuacion verdadera (que es la misma en todos los test) o7 . Calcu-
lando el cociente entre la varianza de la puntuacién verdadera y la varianza de X se
obtiene el coeficiente:

Pp

X1 (p-1)p
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Este coeficiente mide la fiabilidad de la puntuacién de X, compuesto de p test
paralelos como una funcion no lineal de la fiabilidad de cualquiera de ellos (p ).

Afios més tarde, en 1937, de la mano de Kuder y Richardson [15], fue desarro-
llado y publicado el primer coeficiente de fiabilidad que estimaba la consistencia
interna de un test (Figura 3). Este coeficiente permitia estimar la fiabilidad a partir
de una sola administracién del test. En su propuesta, las ecuaciones numeradas 20 y
21 llegaron a ser los famosos coeficientes KR-20 y KR-21. La primera de estas for-
mulas, la denominada KR-20, es aplicable cuando en un test compuesto los items
son dicotdmicos, y tiene por expresion:

Px,20 =

donde f, representa la frecuencia relativa de respuestas correctas en la componente k.

Si las componentes del instrumento tienen la misma dificultad, la férmula anterior
se convierte en la férmula KR-21.:

- A(p -4
Pxo1 = P [1_ ( )}

p-1 PSx
donde £ es la media de la puntuacion total.

En 1939, se desarrolla el método de Rulon [16], en el que un test es dividido en
sus dos mitades para ser consideradas formas paralelas. Este método supone que las
puntuaciones de los individuos en cada una de las dos mitades sélo pueden diferir a
causa de errores aleatorios. De esta forma, la varianza de las diferencias entre las dos
mitades es considerada como una estimacion de la varianza de los errores, dando
lugar a la formula de fiabilidad de Rulon:

siendo sj, la varianza de las diferencias de las puntaciones de los individuos en las
dos mitades del testy s% , la varianza de las puntaciones totales de los individuos.
Es curioso destacar en este punto que en 1937 y 1945, Guttman y Flanagan respec-

tivamente y de forma independiente, obtuvieron una formula equivalente a la de Rulon
a partir de la varianza de items pares e impares, pero de calculo mas sencillo [16].
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PSYCHOMETRIKA—VOL. 2, NO. 3
SEPTEMBER, 1937

THE THEORY OF THE ESTIMATION OF TEST RELIABILITY

G. F. KUDER AND M. W. RICHARDSON
The University of Chicago

The theoretically best i of the fRici
stated in terms of a precise deﬁmtmn of the equwnlencn of two {arms
of a test. Various app to this formula are

derived, with reference to several degrees of completeness of infor-
mation about the test and to special assumptions. The familiar
Spearman-Brown Formula is shown to be a special case of the gen-
eral formulation of the problem of reliability. Reliability coeffici-
ents computed in various ways are presented for comparative pur-
poses.

The reliability coefficient is of interest because it gives, by the
simple assumption that a test score has two components, viz., true
score and variable error, an (indirect) estimate of the random error
variance present in an obtained test score variance. No matter how
computed, the reliability coefficient is only an estimate of the percent-
age of the total variance that may be described as true variance, i.e.,
not due to error.

The usual methods of estimating test reliability are too well
known to justify description here. These methods differ in such a
fashion that no close estimate can be made of the results of one meth-
od, knowing the estimate obtained by another method. It is always
desirable, even necessary, for the investigator to state how he made
his estimate of the reliability coefficient.* The retest coefficient on the
same form gives, in general, estimates that are too high, because of
material remembered on the second application of the test. This mem-
ory factor cannot be eliminated by increasing the length of time be-
tween the two applications, because of variable growth in the function
tested within the population of individuals. These difficulties are so
serious that the method is rarely used.

Although the authors have made no actual count, it seems safe
to say that most test technicians use the split-half method of estimat-
ing reliability. This method involves an arbitrary division of the test

*The critical reader will reflect that, in addition, the investigator must re-
port the range, or better, the variance of the group tested. The present study is
not concerned with that matter.

—151—

Figura 3. Portada del trabajo original de Kuder y Richardson
publicado en la revista Psychometrika en 1937.

Paralelamente, en 1941, Hoyt [17] proporciond un marco mas general para eva-
luar la consistencia interna de un test basandose en el analisis de la varianza de las
puntuaciones recogidas, obteniendo como resultados de situaciones particulares las
férmulas propuestas por Kuder y Richardson. El procedimiento desarrollado por
Hoyt esta basado en la técnica ANOVA. Este método utiliza las personas y las com-
ponentes (items) como fuentes de variabilidad sobre las puntuaciones observadas.
Considerando estas dos fuentes y tratando la varianza de la puntuacion error como
la varianza residual, la estimacioén de la fiabilidad resulta ser:

~2
O,
N E
Px =1- ~2
Ox

Diez afios més tarde, basandose en el trabajo de Hoyt, Lee J. Cronbach (1916-
2001) [18] (Fig. 4) propuso su famoso coeficiente alfa que actualmente es utilizado
para evaluar la consistencia interna de un test.
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Figura 4. Lee J. Cronbach (1916-2001)

Cronbach realiz6 importantisimas contribuciones en psicometria. Nacié en
Fresno y estudi6 en su misma ciudad natal, aunque realizé un master en la Universi-
dad de Berkeley obteniendo en 1940 un doctorado en Psicologia de la Educacion en
la Universidad de Chicago. Con su coeficiente Alfa, proporcion6 una medida de la
fiabilidad de un test con una sola administracion del mismo, dejando en evidencia la
necesidad de realizar mediciones repetidas para evaluar la consistencia interna de un
test. En 1972 present6 un modelo estadistico que permitia identificar y cuantificar
las fuentes de los errores de medida y que se conocié como la Teoria G o de genera-
lizacion, que hoy en dia sigue en desarrollo aplicAndose sobre todo en educacién,
pero también en otras areas como la clasificacion de Servicios de Salud Mental [19].

Como ya hemos mencionado, la férmula de Spearman-Brown requeria que las
componentes Xy, ..., X, fuesen paralelas. Sin embargo, en muchas situaciones empi-
ricas dentro del area de investigacion del comportamiento humano, es muy dificil
construir medidas paralelas. En su lugar, puede ser que sea mas factible tener com-
ponentes con una relacién menos restrictiva entre ellas. Para este caso, Cronbach
propuso el coeficiente alpha como el indice que permite evaluar la fiabilidad de X =
X1 +... + Xp, que viene dado por la expresion:

o [, Siverx)
p-1 Var(X)

(9

Este coeficiente puede interpretarse como la correlacion existente entre una es-
calay cualquier otra posible que contuviese el mismo nimero de items y que pudiera
construirse a partir del universo hipotético de items que pueden medir el mismo
constructo. Lo deseable para crear una escala fiable es que los items estén muy co-
rrelacionados entre si siendo el nivel maximo de correlacion el que se alcanza cuando
el valor del coeficiente es igual a 1. Su valor puede variar entre 0 y 1, aunque es
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posible la existencia de valores negativos que indicarian que en el instrumento hay
items que miden lo opuesto a lo que mide el resto de items.

En 1950, Harold Gulliksen (1903-1996) [20] aportd un resumen de lo publicado
en la primera mitad del siglo XX, e introdujo la teoria y los procedimientos para la
construccion de test hasta que en 1968 Frederic M. Lord (1912-2000) y Melvin R.
Novick (1932-1986) [21] introdujeron la elegante axiomatica de la Teoria de la Pun-
tuacion Verdadera o Teoria Clasica de los Test (TC) que sirvi6 de fundamento ma-
tematico para la creacion de coeficientes de fiabilidad. Esta Teoria se basa en la idea
de que la puntuacion obtenida por un objeto de medida (un individuo, por ejemplo)
en un test puede ser descompuesta en una puntuacion verdadera no observable (T)
propia de dicho objeto de medida y un cierto error (E), de manera que cualquier
observacion (X) puede escribirse como:

X=T+E

Las puntuaciones de un conjunto de test administrados a un individuo es la suma
de una puntuacion verdadera del individuo sobre el test y una puntuacién error del
individuo sobre el test. Para cada individuo, las puntuaciones verdaderas y errores
pueden ser diferentes. Ademas, diferentes individuos tendran en general diferentes
puntuaciones verdaderas y errores a lo largo de los test. De la misma forma, cada test
o instrumento de medida tendrén en general diferentes puntuaciones verdaderas y
error a lo largo de la poblacion de individuos.

Es l6gico pensar que, si nuestro interés esta en la puntuacion verdadera T, ésta debe
estar contenida en la puntuacién observada X. Mas especificamente, el objetivo de la
fiabilidad debe ser analizar cémo es la relacion entre las puntuaciones observadas y las
verdaderas de un grupo de individuos en un test dado. Mas concretamente, podemos
definir el indice de fiabilidad como la correlacion entre su puntuacion verdadera Ty
su puntuacion observada X, es decir, como el coeficiente de correlacion p; .

El indice de fiabilidad es el cociente entre las desviaciones estandar de las pun-
tuaciones verdaderas respecto a las observadas. Si todos los sujetos tuvieran la
misma puntuacién verdadera, entonces la desviacion estdndar seria 0 y también el
indice de fiabilidad. A partir de este indice de correlacion, la literatura psicométrica
nos proporciona un coeficiente que es més facil de obtener que el indice anterior, ya
que en su célculo se utilizan las varianzas en lugar de las desviaciones estandar.

En consecuencia, se define el coeficiente de fiabilidad p, como el cuadrado del

indice de fiabilidad, es decir, es el cociente entre la varianza de la puntuacion verda-
deray la varianza de la puntuacién observada:
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El hecho de que en su definicién aparezca la variabilidad de la puntuacion verda-
dera, cantidad imposible de obtener, ha originado que se hayan propuesto multiples
procedimientos para poder obtener estimaciones de este coeficiente.

4. COEFICIENTES UTILIZADOS EN LA ACTUALIDAD PARA EVALUAR
FIABILIDAD

4.1. El Coeficiente de Correlaciéon Intraclases

Inicialmente, este coeficiente fue propuesto por Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) en
1941 [22] para obtener medidas simples de sujetos apareados (por ejemplo, hermanos
gemelos), sin embargo, no fue utilizado como una medida de estabilidad entre dos
administraciones de un test hasta 1951 por Ebel [23] y 1966 por Barko [24]. En un
principio, en el trabajo realizado por Fisher, el ICC traté de dar una formulacién espe-
cial al coeficiente de correlacion de Pearson, basandose en un modelo de anélisis de la
varianza [25], [26]. Aungue realmente, fue Bartko quien ampli6 su estudio basandose
en el trabajo de sus predecesores Hoyt [17], Gulliksen [20], Ebel [23] y Haggard [27].

Sin embargo, no es hasta 1979 cuando Shrout y Fleiss [28] extienden el trabajo pro-
puesto por Bartko analizando y desarrollando distintos tipos de ICC utilizando modelos
de componentes de la varianza y partiendo de diferentes situaciones al realizar la medi-
cion de un objeto. Shrout y Fleiss sentaron las bases de su utilizacion como herramienta
para evaluar la fiabilidad de observaciones atendiendo a diversas situaciones:

e cadaindividuo es evaluado por un conjunto diferente de k observadores alea-
toriamente seleccionados de una poblacién de observadores.

e cada individuo es evaluado por los mismos k evaluadores seleccionados
aleatoriamente de una poblacion de observadores.

e cada individuo es evaluado por k observadores fijos que son los Unicos ob-
servadores que interesan en el estudio.

Posteriormente, inspirados en trabajos de Berk [29], Fagot [30] y Shavelson y Webb
[31], en 1996 McGraw y Wong [32] ampliaron el trabajo realizado por Shrout y Fleiss
utilizando también modelos de componentes de la varianza para analizar la variabilidad
de las observaciones en un proceso de medida. Para el desarrollo de los coeficientes uti-
lizan modelos ANOVA de uno o dos factores de efectos aleatorios 0 mixtos (segun la
situacion de observacion) y afiaden en su trabajo la estimacién de coeficientes para el
caso en el que se desee conocer la fiabilidad de la media de k observaciones.

4.2. La Teoria de la Generabilidad

Aungue con menos popularidad que el ICC, la Teoria de la Generabilidad (TG) también
ha sido propuesta para evaluar la fiabilidad de instrumentos. Esta teoria realmente tiene
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su origen en la década de los afios 60, cuando Cronbach, Gleser y Rajaratnam, publican
varios articulos ([33] (Fig. 5), [34], [35]) en los que la introducen como alternativa a las
teorias que existian hasta entonces para medir fiabilidad. Su caracteristica mas relevante
consistia en evaluar la influencia que producen en las mediciones las diferentes fuentes
de error que pueden considerarse en un proceso de media.

Vol. XVI The British Journal of Statistical Psychology November
Part 2 1963

THEORY OF GENERALIZABILITY: A LIBERALIZATION
OF RELIABILITY THEORY#¢

By Lz J. Cronsacs, Naceswart Rajamarnami and Gorowne C. Gresesm
University of [llinois

* Reliability theory " is reinterpreted as a theory regarding the adequacy
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The theory and procedures by which the psychologist judges measuring
instruments developed largely out of Spearman’s research on mental tests at
the turn of the century. The classical theory, which centres on reliability and
validity (identified with interform correlations and test-criterion corrclations,
respectively), has been very fully elaborated [13].  In recent years, many writers
have re-examined and extended the definition and interpretation of validity,
motivated chiefly by dissatisfaction with the classical supposition of a single
observable criterion against which a test is to be judged. There has been no
similarly fundamental reconsideration of reliability theory, though parts of the
theory have been restated from time to time.

The heart of classical reliability theory is the concept of * parallel ' measures.
Just as classical validity theory postulates a criterion, so classical reliability
theory postulates two or more measures equivalent in content, in mean, in
variance, and in intercorrelations. In internal-consistency analysis, it is further
supposed that half-tests or even separate items satisfly these (or slightly weaker)
equivalence assumpti For standardized tests, parallel forms can be con-
structed that very nearly satisfy the equivalence conditions; but test items are
usually heterogencous, and half-tests may likewise fall short of equivalence.
For many other types of measurement, parallel obscrvations are hard to attain
and sometimes the very concept of parallel obscrvations is obscure. We often
wish to evaluate the dependability of ratings, but one rater is rarely identical
to the next in what he attends to, in the variance of the ratings he gives, or in his
correlations with other raters. An investigator observing behaviour in the field
encounters a similar difficulty; different situations in which the subject is ob-
served are rarely equivalent,

-
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Figura 5. Portada del trabajo original de Cronbach, Rajaratnam y Gleser
publicado en la revista The British Journal of Statistical Psychology en 1963.
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Posteriormente, hacia 1972, Cronbach, Gleser, Nanda y Rajaratnam [36] elaboran
un trabajo titulado The Dependability of Behavioral Measurements, donde exponen
las ideas fundamentales de esta Teoria. Aunque tiene elementos en comdn con la TC
y es comparada en numerosas ocasiones con ella, la TG extiende y liberaliza las
nociones tradicionales de fiabilidad [37]. Por un lado, la TG es menos restrictiva que
la TC, ya que no necesita supuestos de normalidad, la Unica condicién que impone
es la aleatoriedad de los objetos de medida y las condiciones de medida. Por otra
parte, mientras que la TC tiene en cuenta las distintas fuentes de variacion que afec-
tan al proceso de medida independientemente unas de otras, la TG es capaz de esti-
mar distintas fuentes de error simultaneas, asi como las posibles interacciones que
puedan producirse entre ellas [38].

Quiza el aspecto y el handicap mas importante de la TG sea la magnitud de su
estructura conceptual y la complejidad de calculos. Es fundamental conocer todos
los conceptos que engloba esta Teoria antes de proceder al desarrollo de cualquier
disefio que pueda plantearse en ella. Los diferentes modelos y disefios univariantes
o multivariantes que pueden desarrollarse para calcular coeficientes de fiabilidad uti-
lizan una estructura de calculo estadistico complejo basado en el estudio de la va-
rianzas y covarianzas entre los factores que afectan al proceso de medida y sus in-
teracciones. El peso que estas varianzas y covarianzas tengan influye en los diversos
coeficientes de fiabilidad que se proponen en ella.

4.3. El coeficiente kappa de Cohen

Finalmente, no podemos hacer un recorrido histérico de la evaluacion de la fiabilidad
de mediciones sin mencionar el coeficiente kappa de Jacob Cohen (1923-1998) (Figura
6), coeficiente propuesto en 1960 para evaluar un aspecto concreto de fiabilidad: el
acuerdo entre dos observadores cuando la informacion recogida es de tipo cualitativo.
Cohen propuso dos coeficientes, el coeficiente kappa simple y kappa ponderado [39]
[40] para valorar la fiabilidad de mediciones realizadas por dos observadores que mi-
den elementos de una misma muestra y que clasifican a éstos en funcion de la presencia
0 ausencia de una determinada caracteristica o bien en funcién de una serie de carac-
teristicas que son mutuamente excluyentes. Desde su introduccion, este coeficiente ha
sido ampliamente utilizado en diversas areas medicas donde ha sido necesario evaluar
el acuerdo entre dos procedimientos de valoracion [41]. La informacion recogida por
ambos observadores se sintetiza en una tabla de doble entrada donde las distintas ca-
tegorias de clasificacion quedan representadas por filas y columnas para cada uno de
los observadores implicados. Por tanto, la diagonal principal de estas tablas contiene
el nimero de veces que ambos observadores han clasificado a un individuo exacta-
mente de la misma forma. Para construir el coeficiente, se definen el acuerdo obser-
vado y el acuerdo debido al azar, quedando el coeficiente representado como el co-
ciente entre el acuerdo observado eliminando la parte que es debida al azar y el maximo
acuerdo posible sin intervencion del azar, obteniéndose una puntuacién comprendida
entre 0 (acuerdo nulo) y 1 (maximo acuerdo posible).
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Figura 6. Jacob Cohen (1923-1998)

Fleiss y Cohen [42] mostraron que el valor del coeficiente kappa ponderado es
idéntica al ICC bajo determinadas hipétesis.

El indice o coeficiente kappa posee una serie de propiedades [43] que han favorecido
la proliferacién de su uso, sin embargo, presenta también serias dificultades como, por
ejemplo, bajos valores de acuerdo cuando la prevalencia del fenémeno analizado es de-
masiado baja o alta. A pesar de la popularidad del coeficiente kappa, y dadas las parado-
jas que presenta, algunos autores como Martin y Femia [44] o Kupper y Hafner [45],
entre otros, han propuesto otros coeficientes alternativos. EI primero de ellos, denomi-
nado coeficiente Delta es una medida de la proporcion de acuerdos no debida al azar y
que no presenta las limitaciones del indice kappa cuando la prevalencia es muy baja o
alta. Por otra parte, el coeficiente propuesto por Kupper y Hafner puede utilizarse cuando
las categorias de clasificacion de individuos no son excluyentes entre si.

No queremos terminar este bosquejo historico sin apuntar que muchos de los con-
ceptos repasados aqui deben su introduccion en la psicometria espafiola, o al menos eso
pensamos, a dos autores: Mariano Yela (1921-1994) y Jestus Amon (fallecido en 1998).
De hecho, el actual departamento de Metodologia de la Universidad Complutense de
Madrid, es el resultado de la fusion de dos departamentos que nacieron y se desarrollaron
de manera independiente: el de Psicologia Matemética, creado y dirigido por Amon y el
de Psicologia Experimental, creado y dirigido por Yela [46]. Estudiar la labor desarro-
llada por ambos cientificos es algo que trataremos de abordar en otro momento.

5. DISCUSION

A lo largo de los afios, la necesidad de medir constructos subjetivos ha dado lugar a
la creacion y desarrollo de diferentes instrumentos de medida. La complejidad de la
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medicidn del constructo, las diferentes situaciones en las que éste podia ser medido
y, por tanto, los instrumentos aplicados, y la necesidad de garantizar la calidad del
instrumento, ha favorecido la aparicion de numerosas formas de aplicar un testy, en
consecuencia, numerosos indices o coeficientes para evaluar su fiabilidad.

Muchos han sido los indices y formas de administrar un test propuesto a lo largo
de la historia hasta llegar a la definicién formal de coeficiente de fiabilidad. Basado
en esta definicion se construye el Coeficiente de Correlacién Intraclases y su aplica-
cion es mundialmente aceptada. En la actualidad, casi la totalidad de los trabajos
publicados en los que se evalla la fiabilidad de instrumentos suelen centrar su ana-
lisis en el célculo del ICC cuando las variables son continuas y en el coeficiente
kappa cuando las variables son categoricas, a pesar de las limitaciones que ambos
coeficientes presentan. La sencillez en su compresion y célculo los ha instaurado
como coeficientes de fiabilidad internacionales. No obstante, gracias a la aparicion
de los ordenadores y la potencia de calculo que presentan, se observa en los Gltimos
afios una mayor aplicacion de técnicas mas complejas, como la Teoria de la Genera-
bilidad, que las utilizadas hasta el momento.
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1. INTRODUCCION

El juego del Her para dos jugadores A y B consiste en lo siguiente: El jugador B es
el que reparte (previamente se ha sorteado quién lo hace) usando una baraja de 52
cartas, con 4 palos, 13 cartas por palo, siendo la mas alta la del rey, que tiene el valor
13. El jugador B entrega una carta elegida al azar al jugador Ay, después, otra para
si mismo. Si A no esta contento con su carta puede obligar a B a intercambiarla con
la suya, a menos que B tenga un rey (un 13). Si B no esté contento con la suya, la
extraida inicialmente o la que le ha obligado a coger A, entonces puede cambiarla
por una de las restantes 50 cartas que quedan en la baraja, extraida al azar. Terminado
este proceso ambos jugadores muestran sus cartas, ganando el juego el que tenga la
carta més alta. En caso de empate, gana el jugador B. Se pide la probabilidad de cada
jugador de ganar el juego. Montmort Ilama a los dos jugadores Pedro y Pablo, donde
el primero es el que reparte y el segundo, Pablo, es el primero en tomar una decision.

El juego es descrito para cuatro jugadores y usado como problema para el lector
por Montmort (1708, pp. 185-187). La descripcion es repetida para tres jugadores
por Montmort (1713, pp. 278-279) y de nuevo planteado como un problema. Es dis-
cutido y resuelto para dos jugadores en la correspondencia con Nicholas Bernoulli.

19
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La correspondencia comienza en 1710, y la ultima carta publicada es de Montmort
a Bernoulli, fechada el 15 de noviembre de 1713. Ver Montmort (1713, pp. 321, 334,
338-340, 348-349, 361-362, 376-378, 400, 403-406, 409-412, 413). En 1804, Jean
Trembley publica su propia solucion. Analizar las propuestas de solucion tempranas
aportadas por estos tres autores es el objetivo de este trabajo. Nos resulta curioso el
hecho, y por eso lo citamos, que uno de los grandes de la inferencia estadistica del
siglo XX, R. A. Fisher, sea también uno de los que en la etapa moderna estudia este
juego de estrategia (Fisher, 1934).

2. P. R. MONTMORT, N. BERNOULLI'Y EL JUEGO DEL HER

Vemos que el juego consta de tres pasos. El primero es la extraccion de dos cartas al
azar, y el resultado en este paso s6lo depende del propio azar. El segundo paso de-
pende de la decision de A en cuanto a usar o no su derecho a intercambiar cartas con
B (si se produce la decision de intercambio por parte de A entonces, en ese instante,
ambos jugadores conocen la carta de su rival). El tercero depende de la decisién de
B sobre si usar 0 no su derecho a intercambiar su carta con una de la baraja. Ya que
la probabilidad de cada jugador de ganar depende no s6lo de la suerte sino también
de las decisiones tomadas por cada uno de ellos, el juego es conocido como un “juego
de estrategia” en la terminologia de hoy. En la primera carta en la que Montmort
menciona este juego escribe que “Las dificultades de este problema son de una na-
turaleza singular.”.

Parece claro e intuitivo que una buena estrategia consiste en cambiar cartas de
bajo valor y retener cartas de alto valor y, ademas, que la linea de demarcacion entre
bajo y alto debe estar alrededor del 7. Sin tener discusion en este aspecto, Montmort
y Bernoulli coinciden en la opinién de que A siempre cambiara cartas de valores
menores que 7 y retendra cartas de valores mayores que 7; su decision con respecto
a 7 dependera de la estrategia que elija. Ademas, ellos coinciden en que una regla
similar se cumple para B pero con 7 reemplazado por 8. El efecto de estas reglas
sobre la probabilidad de ganar de cada jugador se refleja en los calculos de los que
Montmort nos ofrece solo los resultados de los mismos como un apéndice de su Ul-
tima carta “para evitar al lector la molestia de hacerlo por si mismo”.

La correspondencia mas antigua existente entre Montmort y un miembro de la
familia Bernoulli es una carta del primero a Johann Bernoulli, de fecha 27 de febrero
de 1703, en relacion a un trabajo sobre célculo que este ltimo habia presentado a la
Academia Real de Paris. Ambos correspondieron de manera esporadica durante los
siguientes afios. EI 29 de abril de 1709 Montmort envia a Johann una copia de la
primera edicion de su libro, que acababa de publicarse. Bernoulli corresponde con
un regalo, una copia de la tesis doctoral de su sobrino Nicolas (en el cual introduce
aplicaciones de la probabilidad). Una vez que Johann ha estudiado el texto de Mont-
mort le envia una carta de fecha 17 de marzo de 1710, con una detallada coleccion
de comentarios sobre el propio texto. En la misma carta se incluye otro conjunto de
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comentarios sobre el libro de Montmort redactados por el sobrino Nicolas. (Mont-
mort (1713), pp. 283-303):

MONSIEUR,

Votre trées humble & tres
obéiflant Serviteur,

BERNoOULLY.

P.S. mon Nevex qui vous fait [es Complimens récipro-
gues , vient de me donner [es Remargues ( gue je vous envoye
ici anlli ) [ur votre Livre que je lui avois prete : je wai pas
encore eu le temps de les examiner,

Figura 1
Final de la carta de Johann Bernoulli anunciando la inclusién de comentarios de su sobrino Nicolas.

De esta forma comienza una correspondencia entre Montmort y Nicolas Bernoulli
relacionada con los problemas de probabilidad abordados en el Essay de Montmort.
Este incluye gran parte de dicha correspondencia en la segunda edicion (1713), como
Parte V de la misma. Después de 1713 se mantuvo esa correspondencia entre ambos
y ademas parece que fue abundante, pero, que se sepa, ain no se publicado el conte-
nido completo de la misma.

Uno de los asuntos fundamentales tratados en la correspondencia publicada por
Montmort (1713) es el de la resolucion del juego del Her. Sélo consideran un juego
con dos jugadores. Inicialmente, ambos coinciden en la solucion. Sin embargo, dos
de los amigos de Montmort sostuvieron que la misma era incorrecta. Estos eran un
caballero inglés llamado Waldegrave y un abad cuya abadia sélo estaba a una legua
y media (aproximadamente 5,8 kildbmetros) del Chateau de Montmort (Montmort
(1713), pégina 338). Montmort identifico Waldegrave como el hermano del Sefior
Waldegrave que se casé con una hija natural del rey Jacobo Il de Inglaterra (todo
esto y mas detalles de tipo personal sobre el propio Waldegrave los incluye Mont-
mort en su carta a Bernoulli).

A la hora de analizar este problema, a nivel real (y no de “libro de texto™), como lo
intentaban los personajes implicados en la correspondencia (Montmort, Bernoulli,
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Waldegrave y el abad d’Orbais), surge la posibilidad de que queden factores fuera del
andlisis y, por tanto, de que no haya coincidencia en las soluciones aportadas por cada
uno de ellos. Un factor seria la distribucion de las cartas entre Pedro y Pablo, y sus
probabilidades asociadas. Un segundo factor es el de considerar algtin método de alea-
torizacion para llegar a la estrategia mixta que prescriba cuando los jugadores deben
mantenerse con su carta y cuando deben cambiar. El dispositivo de aleatorizacion co-
mentado por Montmort en el Essay es el de extraccion de fichas de una bolsa que
contiene un determinado nimero de color blanco y otro, igual o no al anterior, de color
negro. Y un tercero, se nos ocurre, es el de la actitud personal de los jugadores: podria
ocurrir que Pablo, por ejemplo, fuese un jugador timido, miedoso, y no siguiera una
estrategia matematicamente éptima, o que por contra fuese un jugador experimentado
que trata, mediante algun tipo de engafio, de empujar a Pedro a tomar una decisién no
Optima, al estilo de lo que suele ocurrir en el poquer, por ejemplo. Hasta que los per-
sonajes se ponen de acuerdo en los factores a considerar, transcurren cruces de corres-
pondencias que llevan implicitas desiguales soluciones, y por tanto, discusiones. Tam-
bién, el paso del tiempo en el discurrir de la propia correspondencia hace que cada uno
de ellos interiorice y analice con mas sosiego y aprendizaje. Sirvan de aviso estos co-
mentarios para comprender mejor lo que contamos a continuacion.

La primera carta de Nicolas Bernoulli a Montmort, de 26 de febrero de 1711, no
hace referencia al juego en cuestion. Una nota en la respuesta de Montmort a Nicolas
Bernoulli, de fecha 10 de abril de 1711 (Montmort (1713), paginas 315-323), es la
gue inicia la discusion sobre este problema:

ai entrepris depuis quelque temps d’achever la fo-
lution des Problémes que je propofc a lafin de mon Livre;
je trouve quau Her, lorfqu’il ne refte plus que deux
Joueurs Pierre & Paul, I'avantage de Paul eft plus grand
que 45, & moindre que g5. Ce Probléme a des difficul_
tés d’une nature finguliere J’ai commencé aufli le Pro-

Empecé hace algin tiempo a trabajar en la solucién de los problemas que propongo
al final de mi libro; he encontrado que en el Her, cuando s6lo hay dos jugadores,

Pedro y Pablo, la ventaja de Pablo es mayor que % , Y menor que i .

En una posdata a esta carta Montmort informa que va a haber una segunda edicion
de su libro y, para la misma, les pedira permiso tanto a Nicolas como a su tio, para
incluir en la misma “vos belles Lettres™:
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Monfieur, 4 rendre publique celle que avestrouvee. Com-
me il ne refte prefque plus d’exemplaires de mon Livre,
je crois que j’en pourrai donner bient6t une nouvelle
¢dition. Lorfque j'y ferai déterminé, je vous demanderai
la permiffion, & 2 M. votre anlc, d’y inferer vos belles
Lettres qui en feront le principal ornement. On me con-

Probablemente, esta peticién motivé a Nicolas para seguir su correspondencia
con Montmort y, asi, enriquecerla con buen material. Este responde a Montmort con
una larga carta, fechada el 10 de noviembre 1711 (Montmort (1713), paginas 323-
337). En ésta, €l anuncia, entre otras muchas cosas, que también ha resuelto el pro-
blema del Her para el caso de dos jugadores (Montmort (1713), p. 334):

También he resuelto el problema sobre el Her para el caso mas simple; esto es
lo que encontré. Si suponemos que cada jugador observa la conducta que le es mas
ventajosa, Pablo s6lo debe mantener la carta si es mas alta que un siete y Pedro una
gue sea mas alta que un ocho, y nos encontramos que en este supuesto la suerte de
Pedro sera a la de Pablo como 2697 es 2828. Si se supone que Pablo también se
mantiene en el siete, entonces Pedro debe mantenerse en el ocho, y sus suertes se-
guiran siendo como 2697 a 2828. Sin embargo, es mas ventajoso para él no mante-
nerse en el siete que mantenerse, lo cual es un enigma que os dejo para desarrollar.

Montmort, en su respuesta de 1 de marzo de 1712 (Montmort (1713), paginas 337-
347), alaba la carta anterior de Bernoulli. El se queja de que, al haber estado en Paris,
no habia tenido tiempo y sosiego para pensar por su cuenta y, como consecuencia, el
objeto principal de su carta era informarle sobre el progreso realizado por sus dos ami-
gos, el abad d’Orbais y Waldegrave, sobre un problema propuesto por Bernoulli, y
sobre el problema del Her. Sobre este Gltimo, Montmort informa que “osan, sin em-
bargo, y no se someten a sus decisiones” (Montmort (1713), pagina 338). Sin embargo,
como dice en un pasaje que es clave para entender la proxima controversia, el abad
d’Orbais también previamente estaba en desacuerdo con Montmort:

Cuando trabajé en el Her hace unos afios, le mostré al Sr. Abad de Monsoury lo
que habia encontrado, pero ni mis célculos ni mis argumentos pudieron conven-
cerlo. El siempre ha sostenido que era imposible determinar las suertes de Pedro y
Pablo, porque no hemos podido determinar en qué carta Pedro debe mantenerse, y
viceversa, lo que resulta en un circulo, y hace en su opinion que la solucién sea
imposible. Afadio una cantidad de razonamientos sutiles que me hicieron dudar un
poco sobre si yo habia alcanzado la verdad. Ahi es donde yo me encontraba cuando
le propuse que examine este problema; mi objetivo era asegurarme la bondad de mi
solucion, sin tener la molestia de recordar mis ideas sobre éste que estaban comple-
tamente borradas.
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Montmort, entonces, reclama que la solucion de Nicolas confirma lo que él habia
encontrado, y le pide respuesta a Waldegrave, quien habia hecho objeciones a la
solucion del mismo (todo esto se explica en las paginas 339-340 del Essay).

Segun Waldegrave y el abad d’Orbais, no es cierto que Pablo debe mantenerse
s6lo en el ocho y Pedro en el nueve. Mas bien, que Pablo deberia ser indiferente
sobre si mantenerse en el siete 0 cambiar, y que Pedro deberia ser indiferente sobre
si mantenerse en el ocho o cambiar. Waldegrave escribio lo siguiente a Montmort
(Montmort (1713), p. 339):

Sostenemos que es indiferente a Pablo cambiar o mantenerse con un siete, y a
Pedro cambiar o mantenerse con un ocho. Para probar esto, primero debo explicar

su suerte en todos los casos. La de Pablo teniendo un siete, es 5780 cuando cam-

X

bia, y cuando él se aferra a que es su suerte es si Pedro se mantiene en el

X

ocho,y SOLZl si Pedro cambia en el ocho. La suerte de Pedro teniendo un ocho es
X

150 . . . . .

si se mantiene en él, y si cambia en el caso de que Pablo no se
23x50 23x50
mantenga en el siete; y si se mantiene en él, y al cambiarlo en el

27 x50 27 x
caso de que Pablo se mantenga en el siete, asi sucesivamente. Las suertes de Pablo
780 07200816 1500210 _ 3500 314
, las de Pedro 0 )
50x51 23x50 27 x50

De acuerdo a los niumeros que obtiene, Waldegrave observa que “al estar 720 mas
por debajo de 780 que lo que 816 esta por encima, parece que Pablo debe tener una
razon para cambiar con 7” (Montmort (1713), pagina 339). Las diferencias, 780 a
720y 816 a 780, estan en la relacion de 60:36, o de 5:3. Estos nimeros, 3y 5, después
los usard Waldegrave para construir su solucién definitiva.

En el resto de su argumento, habla Waldegrave de un “peso” (“poid”, en francés)
en lugar de usar la palabra razén o ratio. Llama A al peso que lleva a Pablo a cambiar,
y B al peso que lleva a Pedro también a cambiar. Y argumenta que los mismos pesos
llevan a Pablo y Pedro a ambas estrategias. A lleva a Pablo a cambiar con 7 y, como
consecuencia, también lleva a Pedro para cambiar su 8; pero lo que lleva a Pedro a
cambiar su 8 debe llevar a Pablo a quedarse con 7. Por lo tanto, A lleva a Pablo tanto
a cambiar con un 7 como a quedarse con él. Lo mismo ocurre con Pedro. Por lo tanto,
“es falso que Pablo no deba quedarse mas que en el ocho 8, y Pedro en el 97, que era
la solucidn reclamada por Bernoulli. La palabra “probabilidad” aparece s6lo una vez
en esta discusidn, en la conclusién del extracto de la carta de Waldegrave a Mont-
mort, donde el primero escribe (Montmort (1713), p. 340):
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Al parecer, el sefior Bernoulli se contentd con observar las fracciones que expre-
san las diferentes suertes de Pedro y Pablo, sin prestar atencién a la probabilidad
de lo que el otro va a hacer.

Montmort deja aqui la discusion, sin mas comentario.

Al recibir la carta de Montmort, Bernoulli se muestra de acuerdo con estas canti-
dades, diciendo que “las suertes que encontraron para Pedro y Pablo estan muy bien”
(Montmort (1713), pagina 348). Y, sin embargo, cuando Bernoulli propone su solu-
cion, y cuando finalmente Montmort publica una tabla de probabilidades, como ya
se ha dicho, como un apéndice del Essay (Montmort (1713), pagina 413), los nime-
ros son diferentes. Ninguno de los componentes de este debate explica sus calculos.
La diferencia en las probabilidades es que las de Waldegrave son condicionadas a
gue Pablo tiene un siete en la mano y las probabilidades Bernoulli-Montmort son las
probabilidades marginales de todas las cartas que Pablo pueda tener.

En una carta de fecha 2 de junio de 1712, Bernoulli responde al argumento de Wal-
degrave acusandolo de cometer una falacia. Argumenta que si suponemos que la es-
trategia (o0 peso) A lleva a Pablo a cambiar con un siete, y asi lleva a Pedro a cambiar
con un ocho (si Pedro sabe que Pablo cambia con un siete), entonces también lleva a
Pablo a quedarse en el siete. Por lo tanto, el peso A tanto lleva a Pablo a cambiar con
un siete como a quedarse con él. Su conclusion es que (Montmort (1713), p. 348):

...estamos suponiendo dos cosas contradictorias al mismo tiempo; es decir, que
Pablo sabe, y hace caso omiso a la vez, lo que Pedro va a hacer, y Pedro lo hara
respecto de Pablo.

En esa carta de 2 de junio de 1712 (Montmort (1713), pag. 349), Bernoulli explica
que si nos mantenemos aqui respecto a lo que Pablo y Pedro saben acerca de la in-
tencion del otro, eso nos lleva a razonar en circulo, lo que demuestra que el argu-
mento de Waldegrave no puede demostrar nada. Este argumento es peculiar, y parece
sugerir que Bernoulli no entiende el punto de vista de Waldegrave. O bien podria ser
simplemente una mala interpretacion de su argumento, por expresarse en términos
de peso en lugar de en términos de probabilidad. La palabra “peso” 0 “poid” en fran-
ces se presta en este caso a una mala interpretacion. Por otra parte, Bernoulli admite
haber escrito su carta a toda prisa, cuando se preparaba para un largo viaje a los
Paises Bajos e Inglaterra. Como resultado de este viaje, algunas cartas posteriores se
retrasan, y los argumentos que contienen no siguen el orden cronoldgico de cuando
se escribieron las mismas.

Una carta de Montmort a Bernoulli, de fecha 5 de septiembre de 1712 (Montmort
(1713), paginas 361-370), anuncia que Waldegrave y el abad d’Orbais han leido la
respuesta de Bernoulli en la que los acusa de haber caido en una falacia. Montmort
incluye una nota del abad d’Orbais en el que afirma que Waldegrave ha escrito una
respuesta hermosa y precisa a la objecion de Bernoulli; la refutacion, sin embargo,
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no esté incluida. En esta nota, el abad d’Orbais también pide a Montmort que tome
partido en esta disputa entre ellos. Esto sugiere gue, incluso aunque Montmort agra-
decio6 a Bernoulli su solucién, que, segun él, estaba de acuerdo con la suya, ain no
ha tenia claro si realmente Bernoulli habia resuelto el problema.

La siguiente carta sobre el Her es de Bernoulli a Montmort, de fecha 30 de di-
ciembre 1712 (Montmort (1713), paginas 375-394). La misma contiene una discu-
sién de tres paginas sobre el juego en cuestion (Bernoulli menciona que acaba de
recibir la carta del 2 de junio, ya que fue enviada desde Suiza a Holanda, y luego a
Inglaterra, y finalmente devuelta a Suiza). Bernoulli insiste en que, a pesar de los
argumentos de Waldegrave, Pablo no hace sino seguir la maxima de quedarse con el
siete, como la de cambiarlo. Bernoulli luego dice (Montmort (1713), pagina 376):

Si fuera imposible decidir este problema, Pablo tiene un siete y no sabria qué
hacer; y para librarse de esa decision, se someteria a la casualidad, por ejemplo,
pondria en una bolsa un nimero igual de fichas blancas y fichas negras, con la
intencion de mantenerse en siete si se extrae una blanca, y cambiar con un siete si
se extrae una negra; porque si pone un nimero desigual que se lleve méas de una de
las partes que de la otra, estaria en contra de la hipétesis. Pedro con un ocho haria
lo mismo para ver si debe cambiar o no.

En este comentario se presenta con claridad la idea de chance por “la via de las
fichas”, expresion que usaran con frecuencia los escritores sobre probabilidad del
siglo XVIII. Lo que aqui dice Bernoulli parece confirmar que, al principio, cuando
acus6 Waldegrave de cometer una falacia, no interpret6 los pesos de Waldegrave
como probabilidades. Sin embargo, sugiere que la Unica asignacion de probabilidad
compatible con el supuesto estado de la ignorancia de los jugadores es que cada ju-

gador elige una estrategia con una probabilidad de > Bajo esta eleccion, se calcula

la suerte de Pablo (que es entonces ) y llega a la conclusion de que seria malo

50-51
para Pablo aleatorizar de esta manera, ya que él podia garantizarse para si mismo

una suerte mayor, 53821 . Por lo tanto, Bernoulli concluye que Pablo siempre debe

cambiar con un siete. A continuacion, explica el razonamiento que habia dejado
fuera de su carta al escribirla a toda prisa el 2 de junio. En términos contemporaneos,
se calcula la probabilidad no condicionada de ganar bajo cada perfil de estrategia
pura (sin asumir que cualquier carta ha sido tratada atn). Muestra una version refi-
nada del razonamiento que antes le habia llevado a considerar el de Waldegrave
como una falacia, y, sin embargo, no lo reconoce.

En el siguiente apartado presentamos los Ultimos comentarios sobre la correspon-
dencia.



EL JUEGO DEL HER: UN JUEGO DE ESTRATEGIA TEMPRANO... 27

3. RESOLUCION DESDE UN PUNTO DE VISTA ACTUAL

En cada partida hay al menos tres cartas implicadas, supongamos ellas de valores i,
J, Y k, tal que Pablo consigue i, Pedro consigue j, y si la partida concluye con Pedro
extrayendo una carta de la baraja, él consigue k. La probabilidad de Pablo de ganar
se puede escribir como

p(i,j;S):W,

donde p(i, j) es la probabilidad de conseguir los valores (i, j) para las dos cartas
extraidas, y c(i, j;S) es el numero de cartas entre las 50 restantes que hacen que
Pablo gane, dado que los jugadores usan la estrategia S. Asumiendo que la apuesta
es la unidad, la esperanza de Pablo es igual a su probabilidad de ganar.
Obviamente, p(i, j) es igual a (4/52)(4/51) para i=j y (4/52)(3/51) para
i = j. Para ilustrar el calculo de c(i, j;S), hemos considerado que Pablo mantiene

cartas de valores 7 y superior y cambia cartas de valores inferiores. Los resultados
se muestran en la tabla que acompafia.

Tabla de c(i,;S)

Pedro cambia Pedro retiene
i\j 1‘2‘3‘4‘5‘6‘7‘8 9‘10‘11‘12‘13 c(;S)
Pablo cambia
1 0 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 0 297
2 0 0 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 0 290
3 0 0 0 15 19 23 27 31 35 39 43 47 0 279
4 0 0 0 0 19 23 27 31 35 39 43 47 0 264
5 0 0 0 0 0 23 27 31 35 39 43 47 0 245
6 0 0 0 0 0 0 27 31 35 39 43 47 0 222
Pablo retiene
7 27 21 | 27 27 27 27 24 24 0 0 0 0 0 204
8 31 31 31 31 31 31 31 28 0 0 0 0 0 238
9 35 35 35 35 35 35 35 35 0 0 0 0 0 280
10 39 39 39 39 39 39 39 39 50 0 0 0 0 362
11 43 | 43 | 43 43 43 | 43 43 | 43 50 50 0 0 0 444
12 A7 | 47 | 47 47 47 | 47 47 | 47 50 50 50 0 0 526
13 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 0 600
Total 4251

Las combinaciones de i y j para que Pablo pierda, c=0, y Pablo gane, ¢ =50,
se siguen inmediatamente de las reglas del juego. Consideramos a continuacion una
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de las combinaciones que tienen 1<i<6 y i< j<13. Para i <6, Pablo obliga a

Pedro a intercambiar cartas, cuando Pedro tiene una carta de valor i, y sabe que Pablo
tiene una carta de valor j mayor que i (lo sabe porque es la que él recibi6 al principio).
Entonces, Pedro extrae una carta de la baraja y consigue una de valor k. Pablo gana
si k< j,yelnimero de cartas que satisfacen esta condicién es

c(i,j;S)=3+4(j—1):4j—1.
Para 7<i<12 y 1< j<6, un argumento similar da c(i, j;S)=4i 1.
Para un valor dado de i la probabilidad de Pablo de ganar se convierte en
_ . 2c(i;S)
i;S)= i,;S)=——"""—,
p( ) Zjlp( : ) 13x51x 25
donde
¢(i:8)= Y c(i, j;s)+§c(i,i;s).
i#]
La probabilidad total de ganar para Pablo se convierte en
. 2 .
S)= 5S)=————> c¢(I;S).
P(S) Zp( ) 13><51><252i:( )
Para la estrategia definida en la tabla anterior,

o ): 2x 4251 :2834:0,5129.
13x51x25 5525

Montmort no explica estos calculos relativamente simples; solo ofrece una tabla
con los valores de 20(i; S) para las cuatro estrategias en cuestion.
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Tabla de Montmort de 2¢(i;S) y probabilidad de Pablo de ganar

Pablo cambia 7 y menos Pablo retiene 7 y mas

Valor de la carta - - - -
de Pablo Pedro cambia Pedro retiene Pedro retiene Pedro cambia

8 y menos 8y mas 8y mas 8 y menos

1 594 594 594 594

2 580 580 580 580

3 558 558 558 558

4 528 528 528 528

5 490 490 490 490

6 444 444 444 444

7 390 390 360 408

8 476 434 434 476

9 560 590 590 560

10 724 746 746 724

1 888 902 902 888

12 1052 1058 1058 1052

13 1200 1200 1200 1200
n(S) 22_328/5525 2?38/5525 2?28/5525 2&_334/5525

=0,5119 =0,5137 =0,5119 =0,5129
Estrategia CcC CR RR RC

Fuente: Montmort (1713), p. 413. (C) cambia; (R) retiene.

Hemos afiadido las fracciones decimales para p(S) y hemos etiquetado con CC

el caso en que ambos jugadores cambian, CR, cuando Pablo cambia y Pedro retiene,
RR, cuando ambos jugadores retienen (ninguno de los dos cambia de carta) y RC,
cuando Pablo no cambia de carta y Pedro si.

Se vera que los nimeros de la tltima columna de la tabla de Montmort son obte-
nidos como 2c(i;S) de la tabla previa.

Volviendo a la correspondencia, la primera carta de Montmort sobre Her contiene
la nota de que la ventaja de A se encuentra entre 1/85 y 1/84. Ya que

2828 1 131 1
5525 2 11.050 84,4’

esto indica que Montmort ha encontrado que la probabilidad de A de ganar es (como
minimo) 2.828/5.525.

En su réplica Bernoulli dice que si uno supone que cada jugador elige la estrategia
que le es mas ventajosa, entonces si Pablo elige C, Pedro también elige C, y cuando



30 HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA (VIII)

Pablo elige R, Pedro también elige R, y en ambos casos la probabilidad de Pablo de
ganar es 2828/5525. Sin embargo, afiade, es mas ventajoso para Pablo usar la estra-

tegia C antes que R, y “esto es un enigma que os dejo para desarrollar”. Obviamente,
la nota de Bernoulli se refiere al hecho de que la estrategia C da ya sea 2828/5525

0 2838/5525, mientras que la estrategia R solamente da 2828/5525 o 2834/5525 .

Montmort replica que la solucion de Bernoulli coincide con la suya propia. Sin
embargo, antes de pedir la opinion de Bernoulli él ha discutido durante algun tiempo
el problema con dos de sus amigos. El Sr. Abad de Orbais (también Montmort lo nom-
bra como Monsoury) y el Sr. Waldegrave, y ellos son de otra opinion; el Sr. Abad de
Orbais mantiene que es imposible determinar las suertes de Pablo ni de Pedro, pues
uno no puede encontrar la estrategia Optima de Pablo sin conocer la estrategia de Pedro
y viceversa, y esto lleva a un argumento circular. Hemos ilustrados esto en la siguiente
tabla, asumiendo que Pablo comienza eligiendo la estrategia C.

Tabla de suertes de Pablo segn las cuatro estrategias

E ia de P
Estrategia de Pablo strategia de Pedro
C \ R
C 2828/5525 <« 2838/5525
2 )
R 2834/5525 —  2828/5525

Como hemos comentado en el apartado anterior, Montmort muestra la carta de
Bernoulli a sus amigos, y en respuesta Waldegrave escribe una carta a Montmort
indicando sus objeciones. Aunque usando un razonamiento mas sofisticado que el
mostrado antes, llegan al argumento circular y sostienen que si los jugadores usan la
estrategia C 0 R no hacen ninguna diferencia. Concluye que la solucion de Bernoulli
es falsa porque se “al parecer el Sr. Bernoulli se contento...” (Cita ya presentada en
el apartado anterior).

No es de extrafiar que Bernoulli no entienda la implicacion de esta nota, ya que
los mismos escritores no han comprendido las implicaciones de su punto de vista.
Bernoulli no esta convencido; ahora da los argumentos para su solucién previa. Si
Pablo ha elegido una estrategia, C o R, entonces Pedro elige la misma estrategia,
porque esta eleccion minimiza la chance de Pablo y asi maximiza la suya propia;
para estas dos combinaciones de estrategias la chance de Pablo es 2828/5525. Sin

embargo, Bernoulli dice que, si es imposible para los jugadores decidir qué estrategia
usar, pueden dejar la decision al azar y cada uno elegir una estrategia con probabili-

dad de % , lo que hace la chance de Pablo igual a 2832/5525 . También dice que este
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procedimiento no lleva a una Gnica solucion porque la chance de Pablo es
2833/5525 si él siempre usa la estrategia C y Pedro deja la decision al azar. (Bernou-

[li usa numeros ligeramente diferentes en su razonamiento.)
En la Gltima carta sobre Her, la de 15 de noviembre de 1713, Montmort escribe
gue ahora esta convencido de que las consideraciones de él mismo y de Bernoulli no
representan una solucion porque ellas presuponen que Pablo conoce la estrategia de
Pedro. Adopta la idea de elegir una estrategia al azar y da la chance de Pablo como
2828ac + 2834bc + 2838ad + 2828hd
5525(a+b)(c+d)

ﬁ:

donde a/(a+b) y c/(c+d) son las probabilidades de Pedro y Pablo de elegir la

estrategia C, respectivamente. Montmort es incapaz de encontrar el valor éptimo de
estas probabilidades y concluye que es imposible resolver el problema. Sin embargo,
antes de que concluyese su carta recibe una de Waldegrave con la solucion, que él
incluye en la carta a Bernoulli.

Poniendo a=3 y b=5, Waldegrave encuentra que p =2.831,75/5.525=0,5125
cualquiera que sea la estrategia que elija Pablo y asi, también, cualquier valor de c y
d que él elija. Da una clara discusion de esta solucion, mostrando que, si Pedro elige
cualquier otra estrategia, existe una estrategia para Pablo que hace que la chance o
suerte de Pedro sea menor. Por tanto, a=3 y b=5 es la estrategia 6ptima para Pe-
dro. Ademas, Waldegrave observa que Pablo es capaz de limitar la chance o suerte
de Pedro a 2.831,75/5.525 eligiendo c=5 y d =3, y ésta es la estrategia optima
para Pablo. La introduccion de un dispositivo de chance resuelve asi el problema del
argumento circular y da un determinado valor Unico de la chance o suerte de Pedro.

La teoria matematica sobre juegos de estrategia no fue desarrollada hasta los afios
veinte del pasado siglo con los trabajos de Borel y Von Neumann y el texto funda-
mental de Von Neumann y Morgenstern (1944).

Comentaremos brevemente sobre la relacion entre la solucion de Waldegrave y
la teoria moderna. Dejemos que a;, i=12y j=1,2 represente los valores de la
chance de Pablo en la tabla anterior 2x 2, iy j denotando las estrategias de Pablo y

Pedro, respectivamente. Bajo los supuestos hechos por Montmort y Bernoulli, Pablo
consigue al menos

. 2.828
maxmina; =——,
i 7 ' 5525
y COMO maximo
2.834
minmaxa, =——.
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Ya que

max mina; <minmaxa; ,
1 J ! ]

no hay solucion Unica por medio de estrategias puras.

Introduciendo estrategias mixtas y tomando x =a/(a+b) e y=c/(c+d), lafor-
mula de Montmort para la chance de Pablo se convierte en

P(XY) =8y, +(8, =y ) X+(8y —8y )y —(ay —ay, +8, —ay, )Xy .

Al igual que en el ejemplo, asumiremos que los coeficientes de x e y son positivos
y el coeficiente de xy negativo.

Waldegrave determina el valor optimo de x, digamos x,, por la condicion de que

[‘)(xo,y) ha de ser independiente de y. Poniendo el coeficiente de y igual a cero,
obtenemos

X. = 8y —8p» _§
0 - ’
8y —a,+a,—-a; 8
P(X%.Y)= 3y +(ap —3y)(3, —3,) _2831'75
0 Y)= - .
8y —8p T8, —ay 5525

Ademas, Waldegrave dice que si Pablo elige una estrategia diferente de x,, en-

tonces existe una estrategia y para Pedro tal que |5(x, y) < E(Xo, y) para x = X, . Para
probar esto, considerar la diferencia

ﬁ(xm Y)_ ﬁ(X, Y) :(X_XO){_(aﬂ_Z _a22)+(a21 —ayptap _311)Y} .

Si x> x,, entonces Pedro elige y =1 para hacer la diferencia tan grande como
sea posible y positiva. Si x < x, , entonces Pedro elige y =0, que de nuevo hace la
diferencia tan grande como es posible y positiva. Por tanto,

P(%,Y)= mflxmyin p(xy).
Analogamente, se encuentra que el valor 6ptimo de y es igual a

Y, = a, — 8y _§
[V - 1
Ay —Ayp +3, —ay, 8

y que P(X Yy)=P(X,,Y). lo que significa que

max min p(x,y)=minmax p(x,y).
X y y X
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Este es el teorema fundamental minimax, que demuestra que el uso de estrategias
mixtas conduce univocamente a un valor determinado del juego.

Concluimos este apartado con una ultima consideracion de Montmort (en su ul-
tima carta dentro del Essay) en la que se muestra consciente de la importancia de
este tipo de juego. Escribe que “Estas cuestiones son bastante simples, pero creo
imposible resolver; si esto es asi es una lastima porque esta dificultad se presenta en
muchos casos de la vida civil: por ejemplo, cuando dos personas hacen negocios

cada una de ellas ajustard su comportamiento después de la otra; también tiene lugar
en diversos juegos” (1713, p. 406).

Mostramos a continuacion el anexo a esa Ultima carta de Montmort, que el propio

autor incluy6 con los resultados de los calculos asociados al problema del Her para
dos jugadores.

Comme dans ces dernieres Lettres on a parlé du Her,
jai jugé qu'il étoit d propos d’en merctreiciles calculs, pour
¢pargner au Leceur la peine de les faire,

Sort de Paul Sort de Paul
quand il a la ma- qgand ilala ma-
xime de changer Pierre a Jama- ximede fe tenir au .
au fept, & Picrre ximedefetenirau fepe, & Pierre celle Pierre celle de
celledechangerau  huir, de {crenir an huit, changer au huit,
huie,

Roy, 1200 .... 1200 .... 1200 ... 1200

Dame,wsz....xogS....IoSS...105:,...
Valer, 888 .... 902 .... 90z... 888...
Dix, 7"4*---74-6-...746... 724 . . .
Neuf, 5§60 . ... §9°.... 590 ... §60 . . .
Huic, 476 - .- 434 ... 434 ... 476 . . .
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4. LA APORTACION DE TREMBLEY (1804)

Jean Trembley naci6 en Ginebra en 1749 y muri6 18 de septiembre de 1811. Escribid
sobre una amplia gama de temas, incluyendo sobre célculo, ecuaciones diferenciales,
diferencias finitas, probabilidad y diversos problemas aplicados. Sus trabajos fueron
publicados en las Memorias de las Academias de Gotinga, Berlin, Turin y San Pe-
tersburgo. Aunque era un autor prolifico, no fue relevante en los campos donde tra-
bajo y, ademas, estaba tan eclipsado por sus contemporaneos como Laplace y La-
grange que podemos decir que hoy dia apenas si es citado en los analisis historicos.

Con respecto a las cuestiones de probabilidad y afines, Trembley aport6 ocho tra-
bajos. Los dos primeros fueron publicados en los volimenes XI1 y X111 del Commen-
tationes Societatis Regiae Scientiarum Gottingensis en los afios 1796 y 1799. Los otros
seis aparecieron en las Mémoires de |’Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres
entre los afios 1799 y 1804. Todos ellos tienen algo en coman: tratan de “simplificar”
0 “explicar” el trabajo realizado por los matematicos mas capaces.

Todhunter (1865), uno de los pocos historiadores de la materia que estudia a
Trembley, no habla bien de él. Sin embargo, le dedica un capitulo entero a dar su
punto de vista sobre estos trabajos. El tltimo de los de los ocho publicados por Trem-
bley sobre probabilidad y afines fue “Observations sur le calcul d’un Jeu de hasard”
en Mémoires de | ’Académie ciencias et des belles-lettres ... Berlin, 1802, pp. 86-102.
La fecha de publicacion es de 1804. En este documento se refiere al problema plan-
teado por Montmort en el juego de Her.

Una de las caracteristicas de Trembley en sus escritos sobre estos asuntos es la
pormenorizacién que practica, presentando los maximos detalles de sus calculos, al
contrario de lo que hasta ahora habia ocurrido para el caso del Her, como se ha visto
en los apartados anteriores. Como ilustracion de lo que comentamos presentamos en
el recuadro un fragmento de los calculos que Trembley presenta para el caso de dos
jugadores (estamos a principios del XIX cuando ya el término “esperanza” se va
universalizando).

§.5. Si Pablo tiene un rey, él no va a cambiar; luego de las 51 cartas restantes,
solo existen los tres reyes que le hacen perder, por lo tanto, su esperanza es

y= 3-0+48-1_48
51 51
y esta esperanza tiene lugar, tanto si Pedro desea cambiar como si no.

8.6. Si Pablo tiene una reina, no la cambiara; en este caso si Pedro se mantiene en
el ocho, su esperanza es la que sigue

y= 7-0+16-1+282
51 '
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Ahora z = % . Por tanto,

16-1+M 2116
51 " 51.50°
Si Pedro cambia en el ocho, Pablo tiene
y=7-0+12-1+322 Z:3-0+47-1
51 ’ 50

y:

por lo que

32-47
121+ ——— 2104
51 51.50

8.7. Si Pablo tiene una sota, €l no cambiard; en este caso, si Pedro se mantiene en
el ocho, se tiene

y:

y_11-0+12-1+282 Z_7-0+43-1

51 50

por lo que

28-43
121+ —— 1804
51  51.50
Si Pedro cambia en el ocho, Pablo tiene
y:11-0+8-1+322 - 7-0+43-1

51 50

y:

por lo que

32.43
81+ 1776

51  51.50
8.8. Si Pablo tiene un diez, él no cambiard; en este caso, si Pedro se mantiene en
el ocho, se tiene

y:

y_15-0+8-1+282 Z_11-O+39-1
51 ’ 50 ’

por lo que
28-39

50 _ 1492
51 51.50

8-1+
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Si Pedro cambia en el ocho, Pablo tiene

y_15-0+4-1+322 Z_11-0+39-1
51 ' 50 '
por lo que

32-39
50 _ 1428
51 51.50
Después de completar y presentar todos sus calculos presenta la siguiente tabla que
nos recuerda a la que Montmort incorporé en el anexo de su Gltima carta en el Essay.

4.1+

y:

Parte de Pablo
P_ablo se P_ablo se Pablo cambia Pablo cambia
Cartas de | mantieneenel 7. | mantieneenel 7.
. en el 7. Pedro se en el 7. Pedro
Pablo Pedro se Pedro cambia . .
. mantiene en el 8 cambiaenel 8
mantiene en el 8 enel8
Rey 1200 1200 1200 1200
Reina 1058 1052 1058 1052
Sota 902 888 902 888
Diez 746 724 746 724
Nueve 590 560 590 560
Ocho 434 476 434 476
Siete 360 408 390 390
Seis 444 444 444 444
Cinco 490 490 490 490
Cuatro 528 528 528 528
Tres 558 558 558 558
Dos 580 580 580 580
As 594 594 594 594
) 8484 8502 8514 8484
Media
13-25-51 13-25-51 13-25-51 13-25-51
Parte de Pedro
) 8091 8073 8061 8091
Media
13-25-51 13-25-51 13-25-51 13-25-51

En la investigacion de Trembley de la chance de Pedro, considera esta chance en
el momento en que Pablo ha hecho su eleccion sobre si va a cambiar o no. Pero esto



EL JUEGO DEL HER: UN JUEGO DE ESTRATEGIA TEMPRANO... 37

es de poco valor para el mismo Pedro; Pedro querria saber cémo actuar en determi-
nadas circunstancias, y antes de saber si Pablo retuvo la carta que obtuvo en primera
o le obligd a un intercambio. Por lo tanto, la investigacion de Trembley de la suerte
de Pedro difiere del método antes considerado.

Los célculos para dos jugadores se detienen aqui. Como vemos, presenta proba-
bilidades condicionadas. No concluye con una solucién global. No entiende el razo-
namiento de Waldegrave que conduce a la solucion minimax antes desarrollada.

Concluye esta parte para dos jugadores con el siguiente parrafo:

El Sr. de Montmort y sus amigos concluyen entonces contra Nicolas Bernoulli,
gue este caso era irresoluble, porque dijeron que, si Pablo sabe que Pedro se queda
en el ocho, él va a cambiar en el siete, pero si Pedro llega a conocer que Pablo
cambia en el siete, él va a cambiar en el ocho, llegando a un circulo vicioso. Pero
s6lo se deduce entonces que cada uno estara perpetuamente en la incertidumbre
sobre la forma de juego de su adversario; en consecuencia, Pablo hara un cambio
en siete en una jugada dada, pero él no seguira constantemente este sistema en una
secuencia de muchas jugadas. Asimismo Pedro puede cambiar en el ocho en una
jugada dada, sin ser capaz de hacer varias jugadas iguales en una secuencia, lo que
esta de acuerdo con las conclusiones del Sr. Nicolas Bernoulli y en contra de las del
Sr. de Montmort.

Todhunter (1865) opina que no es correcto decir que la conclusion aqui obtenida
coincide con la de Nicolas Bernoulli y en contra de la de Montmort: “Los adversarios
de Nicolas Bernoulli s6lo parecen haber afirmado que era imposible decir en qué
regla Pablo debe actuar de manera uniforme, y esto lo permite Trembley”.

Después, en el mismo documento, Trembley hace un intento de resolucién del
problema del Her para tres jugadores; pero su solucion igual que antes, resulta insa-
tisfactoria. Supongamos que hay tres jugadores, Pablo, Santiago y Pedro. Trembley
considera que las posibilidades de Pablo y Santiago estan en la proporcion de las
posibilidades del primer y segundo jugador cuando so6lo hay dos jugadores; y denota
estas chances por x e y. Toma la proporcion de x a y como 8496 a 8079. Después,
supone que las chances de Santiago y Pedro estan también en la misma proporcion.
Esto no seria del todo exacto, ya que cuando Santiago esta estimando su chance con
respecto a Pedro ya tendria algin conocimiento de la carta de Pablo; mientras que,
en el caso de Pablo y Santiago, el primero no tiene conocimiento de cualquier otra
carta que no sea la suya para orientarle sobre mantenerse en su carta o cambiar.

Entonces, la insatisfaccion de los calculos de Trembley esté en el siguiente paso.

Considera que X esla probabilidad de que Pablo le ganara a Santiago, y que
X+Yy

Y_ eslade que Pedro le ganara a Pablo; infiere que LZ es la de que ambos,

X+y (x+Y)
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Pablo y Pedro ganen a Santiago, por lo que Santiago seré eliminado en la primera
jugada. Esto no es correcto: el juego estd construido de manera que los jugadores

, . . 1, L.
estan casi en el mismo plano; por lo que B estd muy préximo a la chance de que un

jugador dado sea excluido en la primera prueba. La solucion de Trembley dara %

como la chance de que Santiago sera excluido si x=y .

o Y
X+y  X+Yy
dependientes; por supuesto si Pablo tiene una carta mas alta que Santiago, esto por

si solo produce la presuncién de que Santiago tendra mas bien una carta inferior a la
de Pedro que superior. Este error en el inicio vicia la solucion de Trembley.

El error surge del hecho de que

no representan aqui chances in-

Como parte complementaria de su solucion Trembley muestra igual que lo hizo
para dos jugadores, sus calculos pormenorizados con una larga extensién, pudiendo
de nuevo resultar tediosa.
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1. INTRODUCCION

A proposito del discurso cientifico, Michel Foucault (1969) en “L’arqueologie du
savoir”, plantea como los enunciados dispersos en el tiempo, forman un conjunto
cuando se refieren a un Unico y mismo objeto. El estilo (mismo vocabulario, mismo
juego de metaforas) da un cierto caracter a la enunciacion, aunque ademas del dis-
curso cuenten otras cosas: por ejemplo, el discurso clinico, mas que un conjunto de
prescripciones, es un conjunto de hip6tesis sobre la vida y la muerte, de decisiones
éticas, de decisiones terapéuticas, de reglamentos institucionales y de modelos de
ensefianza. La arqueologia que propone Foucault trata de definir discursos por su
especificidad, y es en realidad, un andlisis diferencial de las modalidades discursivas.
Define los tipos y reglas de las practicas discursivas que atraviesan las obras indivi-
duales, es la descripcion sistematica de un discurso-objeto. Con este marco concep-
tual nos proponemaos contraponer el discurso que aparece en el seno de la disciplina
estadistica a principios del siglo XX sobre el muestreo estadistico, con el discurso
establecido por la practica estadistica conocida como “Big Data” a comienzos del
siglo XXI.

39
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2. EL MUESTREO ESTADISTICO

El muestreo estadistico no ha estado exento de polémica en el seno de la disciplina
debido a la predileccion de los investigadores por el conjunto de datos que represen-
taban los censos. La exhaustividad de la informacion fue contemplada como una
ventaja en los comienzos de la estadistica. La informacion facilitada por los llamados
datos censales, con independencia de los errores que llevaran implicitos su produc-
cion y elaboracion, fue durante mucho tiempo la fuente mas fiable frente a la utili-
zacion de pequefias muestras. Desde las primeras estimaciones de la poblacién de
Francia como muestras intencionadas (S. XVIII), hasta la practica generalizacion de
las encuestas basadas en el método representativo después de la Il Guerra mundial,
el método pasara por contextos tan distintos como las Investigaciones agricolas en
USA (1863 «crop reporters»), las encuestas agrarias desarrolladas por Kiaer (No-
ruega,1870), los trabajos de Kaufman y Chuprov (Rusia,1880) 1900, la seleccion
razonada de Gurev (1900:Vjatka), o el debate sobre su aceptacion por los estadisticos
del Instituto Internacional en el congreso de Roma (11S:1925), experiencias y debates
gue iran consolidando esta practica como el centro de una nueva disciplina que se
llamara estadistica matematica®.

Son muchos los aspectos a tener en cuenta en ese proceso, desde el papel de las
instituciones cientificas, la aparicion de matematicos dedicados a los asuntos de Es-
tado, la profesionalizacién de los estadisticos, e incluso la cuestion social. Esta l-
tima jugard un papel determinante en la aceptacion del nuevo sistema de muestreo
estadistico. Con el cambio del siglo XIX al siglo XX, se realizan muchas encuestas
sobre pobreza, salarios, condiciones de vida de los trabajadores que constituyen el
sustrato de la reflexion sobre la representatividad de los datos obtenidos a partir de
subconjuntos de una poblacién.? La historia de los sondeos correra asi un camino
paralelo a las précticas administrativas destinadas a conocer el nimero de parados y
las condiciones de vida de la clase obrera, siendo abordado de forma institucional
por el noruego Kiaer en varios coloquios del Instituto Internacional de Estadistica
(I1IE1895, Berna; 11E1897, San Petesburgo; I1E1901, Budapest) hasta contar al final
con el apoyo del USA Department of Labor como sistema valido para estimar el
namero de parados.

Pero nos interesa retener el modo como esta técnica se presenta ante las institu-
ciones cientificas, el modo como se construye un discurso oficial, o si se quiere, el
discurso de validez cientifica de esta practica estadistica. Para ello podemos dirigir-

1 Véase ARMATTE, M. (2004). “La introduccién en Francia de los métodos de muestreo aleatorio”,
Empiria, n® 8, pp. 55-84.

2 Baste citar entre las encuestas sociales las realizadas en Inglaterra: encuestas de Booth y Rowntree
(1887), Encuesta del Board of Trade (1909) sobre costes laborales, Encuesta de Bowley en Reading
(1913); en Noruega: Strom 1888(18.000 hogares) y Kiaer 1890 (11.500 personas); en Alemania: en-
cuestas utilizadas por Halbwachs en su tesis de 1913, Francia: (1913-14)v Encuesta de la SGF no
aleatoria dirigida a familias de obreros, empleados, artesanos, asalariados agricolas (12.550 cuestio-
narios distribuidos, 2000 explotados). Vease ARMATTE, M., op cit.
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nos a dos tipos de textos bien distintos: en primer lugar, el discurso seminal de Arthur
L Bowley, leido en 1906 ante la seccidén econdmica de la asociacion britanica para
el avance de la ciencia (Presidential Adress to the Economic Section of the British
Association for the Advanced Sciences)?, y, en segundo lugar, un texto actual sobre
el llamado fenémeno Big data.

Arthur L. Bowley*, en su informe de 1906 dice que, a comienzos del siglo XX,
la estadistica era practicamente inexistente en Inglaterra, y que no existian matema-
ticos capaces de aplicar sus conocimientos a los asuntos publicos. Primera cuestion
a tener en cuenta, cuando se esta construyendo el discurso que legitima una nueva
disciplina es importante insistir en que no existia nada semejante antes de ese mo-
mento histdrico, y segunda cuestion relevante, en esos afios, cualquier nueva disci-
plina ha de contar con los atributos de la cientificidad, y para ello debe contar con el
método cientifico: “un método de medida que permita diferenciar lo verdadero de
lo falso en cualquier razonamiento basado en la construccion de tablas estadisticas.®
Afos mas tarde, ante la imposibilidad de realizar verificaciones empiricas en algunos
campos de las ciencias sociales, se insistird (por ejemplo, Halbwachs) en que los
modelos estadisticos sustituyen el proceso de verificacion empirica.

Bowley distingue entre las técnicas de recuento (ars statistique), la estadistica de
los censos de poblacion, las técnicas de produccién de datos, y una nueva ciencia
estadistica que se asemeja a las ciencias naturales en la medida en que sus desarrollos
tedricos tienen aplicaciones practicas (estudios sobre gradacion de impuestos o esti-
macién del coste de la vida de los trabajadores, etc.). En su discurso como presidente
de la seccion estadistica de la asociacion britanica para el avance de la ciencia, in-
corpora la idea de precision, y sobre todo, la de error probable, ideas que toma de
la astronomia. En Estadistica, exactitud y precisién consisten en estimar los limites
del error probable, pues, en definitiva, nos dice: la consistencia de las estimaciones

3 Tres afios mas tarde, Edgewort, aborda el tema en el coloquio del Instituto Internacional de Estadistica
de Paris, con una ponencia titulada: “On the application of the calculus of probabilities to statitics .
A todas estas intervenciones institucionales hay que afiadir los trabajos de investigadores en el campo
agricola como Roland Fisher, de modo que entre 1920 y 1925 la teoria de sondeos esta practicamente
consolida con las aportaciones de R. Fisher: Statistical methods for research workers (1925).

4 Nace en Bristol, England (1868-1957), en la familia de un ministro de la iglesia anglicana., y muy
pronto queda huérfano. Estudia matematicas, y se orienta hacia la aplicacion de las matematicas en
economia y sociologia bajo la influencia de Edgeworth y Marshall. En 1915 comienza a impartir
clases de Estadistica Econémica, y en 1919 ocupa la primera catedra de Estadistica en la Universidad
de Londres. Ocup6 puestos de responsabildad en la London School of Economics y fue uno de los
fundadores de la International Econometric Society.

5 Arthur L. Bowley. Discurso publicado en el boletin de la Royal Statistical Society). Los principales
trabajos de Bowley: Livelihood and Poverty: a study in the economic conditions of working-class
households, with A.R. Bennett-Hurst, 1915; Has Poverty Diminished? with M.Hogg, 1925; The Na-
tional Income 1924 with J. Stamp, 1927; Measurement of Precision attained in Sampling Bulletin de
I'Institut International de Statistique, 1926, New Survey of London Life and Labour, 1930-35.; Three
Studies in National Income, 1939.
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estadisticas puede mejorarse mediante la utilizacion de muestras cuidadosamente se-
leccionadas. Para controlar una medida, Bowley proponia la estimacién mas pro-
bable, asi para una media de salarios utiliza enunciados del tipo 24s. + 6d., adop-
tando el método candnico en la disciplina que incorpora la desviacion tipica como
medida de seguridad (“en una curva normal de frecuencias, dos tercios del area,
estan en la desviacion tipo ) En definitiva, comienza a utilizar un tipo enunciados
que calca de otras ciencias ya consolidadas como la astronomia o la fisica.

Dos vias diferentes, pero con idénticos resultados, eran posibles en el muestreo
estadistica: una formulacion empirica y el ajuste de observaciones determinando una
curva de frecuencias apropiada para asignar la probabilidad de las observaciones
(Pearson), o aceptar la ley de los grandes nimeros y determinar a priori los fendme-
nos en los que se puede aplicar esta ley, siguiendo a Edgeworth. Con un ejemplo del
Investor’s Record y del Almanach Nautique, Bowley mostraba cémo todos los ele-
mentos del conjunto debian tener la misma probabilidad de seleccién y cémo la pre-
cisién no dependia del tamafio de la poblacion a muestrear, sino de la varianza po-
blacional y del tamafio de las muestras®. EI método de muestreo servira después de
la 1l Guerra Mundial para consolidar el dispositivo de la encuesta estadistica, pues
como ha sefialado Michel Armatte, se transforma “en un dispositivo fundamental de
la reconstruccion del Estado del Bienestar; y en la deriva posterior hacia el Estado-
empresario, la encuesta puesta al servicio de la Contabilidad Nacional, permite esta-
blecer previsiones a corto plazo y realizar la planificacion en el medio plazo sobre
bases empiricas, constituyendo el cuadro de navegacion indispensable para el ma-
nejo razonado de la politica econémica” (Armatte, 2004:80)

Durante todo este periodo, el prestigio de la estadistica inferencial y del método
muestral, residi6 en su capacidad para sustituir el todo por la parte, si la primitiva
estadistica construia censos, la moderna hacia encuestas representativas. La estadis-
tica afirmaba que, si medimos determinados atributos en un pequefio colectivo que
a su vez forma parte de otro mayor, su estructura serd idéntica a la de la poblacion
de la cual se extrae, siempre y cuando hayamos seleccionado los objetos a medir de
forma aleatoria, es decir, azarosa. El azar se encargaba de que nuestro pequefio co-
lectivo resultase equivalente al grande; o mejor, el valor de lo que queremos medir,
sera esencialmente el mismo que si midiésemos el colectivo grande. Si extraemos
muchas muestras de una poblacion, la mayor parte de las medias de nuestras mues-
tras estaran proximas a las de la poblacion, aunque no nos diga nada de lo que suce-
derd extrayendo una sola (la préctica habitual en la investigacion sociolégica), tan
solo nos dice la probabilidad que tenemos de que nuestra muestra se desvie de los
valores de la poblacion.

6 \éase BOowLEY, A.L. (1910). Sampling (an elementary manual of Statistics). Seccion “Texto clasico”,
Empiria, n° 10, julio-diciembre 2005. Presentacion José M. Arribas http://e-spacio.uned.es/revista-
suned/index.php/empiria/article/view/1049/965
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Ello nos lleva a considerar otro problema complejo como es el problema de la
probabilidad, y a tener en cuenta que la teoria muestral no funcionaria si no llevase
aparejada una teoria de la medida, o mejor, una teoria del error, que entre otras cosas
sostiene que en toda medicién se producen errores, y que los errores, cuando uno
realiza un namero suficientemente grande de mediciones, se cometen por defecto y
por exceso en igual medida (Gauss, establece en 1790 la teoria de los minimos cua-
drados y la curva de errores) y puede establecerse la probabilidad con la que se co-
mete cualquier tipo de error en una medicion. La teoria de la probabilidad es el
puente que une los grandes conjuntos de datos y las muestras, y algunos estadisticos
gustan de sefialar que es la que aporta las bases que permiten apreciar seguridad y
precision en la toma de muestras. En el modelo estadistico, la probabilidad de un
acontecimiento es algo asi como el grado de certidumbre que tenemos de su realiza-
cion. Desde el punto de vista operacional, es una relacion (un cociente) entre su fre-
cuencia de realizacion y el nimero total de observaciones cuando este nimero es
suficientemente grande. Durante los afios treinta, «el método estadistico» también
alcanzara gran notoriedad debido a que se presenta como el nico método capaz de
resolver el problema de la posicién y la velocidad de los cuantos elementales de
materia. Al menos en 1938, Einstein daba ya por inevitable el empleo del método
estadistico en la fisica de particulas.

3. LOS BIG DATA

Veamos ahora el marco discursivo de una practica estadistica en boga en los comien-
zos del siglo XXI, como es el fendmeno llamado Big data. Para ello nos apoyaremos
en un texto de reciente circulacion de Viktor Mayer- Schonberger y Kenneth Cukier:
“Big data (La revolucion de los datos masivos)”. Se trata de un texto realizado por
dos especialistas en la materia, el primero, profesor de regulacion y gestién de inter-
net en el Internet Institut de la Universidad de Oxford, y el segundo, editor de datos
de la revista The Economist.

La presentacion del fendmeno Big data comienza en el texto con la publicacién
en la revista Nature de un articulo realizado por los ingenieros de Google en el que
sostenia que podia predecirse la expansion de la gripe invernal en USA a través de
la informacion facilitada por el gigante de internet: los farmacos y la informacion
que la gente buscaba en la red. Los técnicos disefiaron un sistema que consistia en
“buscar correlaciones entre la frecuencia de ciertas basquedas y la propagacion de la
gripe a lo largo del tiempo y del espacio)” para lo cual procesaron cuatrocientos
cincuenta millones de modelos matematicos “su software hall6 una combinacion de
cuarenta y cinco términos de busqueda que, al usarse conjuntamente en un modelo
matematico, presentaba una correlacion fuerte entres su prediccion y las cifras ofi-
ciales de la enfermedad a lo largo del pais” (Mayer-Schonberger, V, Cukier, K.,
2013:12). El sistema de seguimiento de la gripe funcionaba, pero a diferencia del
procedimiento habitual utilizado por el sistema sanitario oficial, la informacion se
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producia en tiempo real. Desde entonces el uso en tiempo real de la informacidon en
la red se ha venido utilizando en aplicaciones empresariales como la venta de billetes
aéreos, reservas de hoteles. La posibilidad de manejar masas ingentes de datos ha
dado lugar a una nueva préctica en el manejo de la informaciéon que requiere al
mismo tiempo de la estadistica y la informatica. Nuestros autores definen los big
data como datos masivos que “se refieren a cosas que se pueden hacer a gran escala
(pero no a una escala inferior) para extraer nuevas percepciones o crear nuevas for-
mas de valor, de tal forma que trasforman los mercados, las organizaciones, las re-
laciones entre los ciudadanos y los gobiernos, etc.” (Mayer-Schénberger, V, Cukier,
K., 2013:17) De semejante definicidn se deduce que hay un fuerte componente prag-
matico en la nueva técnica (“‘cosas que se pueden hacer”) transformador de la socie-
dad, y que la escala, la amplitud de la informacidn, juega un papel fundamental.

Lo primero que sorprende al considerar el método big data, es comprobar que la
abundancia de datos parece justificarlo todo, incluso “la inexactitud”. EI marco teo-
rico por el que deambulan los autores, conduce hasta relegar al cientifico a un se-
gundo plano, pues, en la época de los datos masivos y las TIC, el investigador puede
ser sustituido por maquinas, ciertamente jtodo un cambio de paradigma!

“La mayor parte de nuestras instituciones han sido creadas bajo la pre-
suncién de que las decisiones humanas se basan en una informacion con-
tada, exacta y de naturaleza causal. Pero la situacién cambia cuando los
datos son enormes, pueden procesarse rapidamente y admiten la inexacti-
tud. Es mas, debido al vasto tamafio de la informacion, muy a menudo las
decisiones no las tomaran los seres humanos, sino las maquinas ”, (Mayer-
Schoénberger, V, Cukier, K., 2013:29)

Nos enfrentamos, por tanto, a una nueva situacién que, a diferencia de los afios
1920 cuando se estaba legitimando las técnicas de muestreo estadistico, la actividad
estadistica big data, al parecer, permite la inexactitud y no necesita de la actividad del
cientifico. Lo que constituia un mérito propio de la actividad cientifica, la precision,
se presenta ahora como un resabio de la era digital, algo antiguo y pasado de moda:

«Entrar en un mundo de datos masivos requerira que cambiemos nuestra
forma de pensar acerca de los méritos de la exactitud (...) la obsesion con
la exactitud es un resabio de la era analégica privada de la informacion»
(Mayer-Schonberger, V, Cukier, K., 2013:58)

La correlacion estadistica aparecid antes que el muestreo, el uso de datos censales
permitio el uso de las técnicas de correlacion, y ahora vuelve a la primera linea de
las précticas estadisticas con el big data. Nuestros autores afirman que si las corre-
laciones eran Utiles en la época del muestreo “es en el contexto de los datos masivos
donde realmente destacan», pero no tienen en cuenta que esta técnica como cualquier
otra surge en una época determinada para dar respuesta a problemas concretos. Mi-
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chel Armatte nos ha dejado la traza arqueoldgica de esta técnica estadistica en un
articulo titulado “El estatuto fluctuante de la correlacion™’ en el que plantea cémo la
correlacién recibe el estatuto de medida gracias a los trabajos biométricos de Galton
y los programas eugenésicos, que también estardn de moda durante un tiempo, pero
desapareceran a partir de la Il Guerra mundial. Su medida mas conocida, a través del
coeficiente R se debio a los trabajos de Karl Pearson 8y a su relaciéon con Galton,
aunque habra que esperar unos afios hasta que los economistas se apoderen de la
correlacion:

“El afio en el que Galton publica sus resultados sobre la regresion
(1885) es también el de la leccién inaugural de Marshall en Cambridge, el
de la fundacion del Instituto Internacional de Estadistica y de la American
Economic Association. Es también el fin de un largo periodo de liberalismo,
Europa y los Estados Unidos se convierten al proteccionismo, y es también
el comienzo de la Gran Depresion, una crisis que marca el comienzo y el fin
de la hegemonia inglesa (Armatte, 2001:619)

El manual de Arthur Bowley de 1901, uno de los primeros de la estadistica mo-
derna en palabras de Michel Armatte, presenta a los economistas tres importantes
capitulos con las medidas de dispersion, la teoria de la regresion y la correlacion.
Otro momento en que se aborda la correlacion ante el Instituto Internacional de Es-
tadistica sera 1909, donde YULE?, en su sesion de Paris. Alli aborda “Les applica-
tions de la méthode de corrélation aux statistiques sociales et économiques”, alli
presenta aplicaciones de la correlacion que relacionan salarios y pobreza, pobreza y
tasas de asistencia a domicilio, relacion entre tasas de matrimonio y precios del trigo,
( el nimero de matrimonios aumentaba cuando la alimentacion alcanzaba precios

” ARMATTE, M. (2001). “L’statut changeante de la correlation en econometrie (1910-1944)”, Revue
Economique, Vol 52, n® 3, may 2001.

8 «“S6lo en el ambito de las investigaciones biométricas de Galton entre 1875 y 1888, la correlacion
habria ya cambiado cuatro veces de estatuto. Por supuesto, tiene a la vez todas estas caracteristicas si
la distribucion es binomial lo que la convierte en una poderosa herramienta de comparacién. Pero es
claro que se pueden movilizar estos diferentes estatutos o propiedades en funcién de programas de
investigacion, de sus objetivos, de la naturaleza de los datos, de la epistemologia implicita a la cual
se adhiere... Galton (...) lo que le interesa es el coeficiente de regresion que expresa un compromiso
entre una herencia al 100% (que significaria que los grandes engendran grandes y los genios, genios,
pero que conduciria a la explosion de las caracteristicas humanas) y una herencia inexistente que
haria que la reproduccion del tipo (de la mediocridad en la terminologia de Galton) destruiria com-
pletamente toda diferenciacion de abilities de una generacion a otra, arruinando el programa de una
mejora de la especie.” (ARMATTE, M. 2001:618-619).

“Yule es el propagandista de una verdadera reinterpretacion de la correlacion: la que esta “fundada”
sobre la investigacion de una ecuacion de regresion (que él prefiere llamar ecuacion de estimacion)
de laformay = bx o x =cy, y de donde se puede deducir un coeficiente r = v/bc que “mide la exactitud
con la cual estas dos ecuaciones se aplican™. El coeficiente de correlacion es por tanto de nuevo (como
en Galton pero a la inversa de Pearson) un output secundario en la investigacion de una relacion de
regresion lineal que él llama “causalidad estadistica” (ARMATTE, M. 2001, p. 620).

©
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bajos), asi cbmo movimientos demograficos y econémicos. Después de la década de
1930, el interés de los economistas se desplazara hacia un nuevo campo estadistico
como son las pruebas de hipdtesis (test de hipotesis):

“El periodo 1930-1944 corresponde a la superposicion de dos paradig-
mas, es decir, la lenta erosion de la correlacion como problematica de la
econometria, y la dificil emergencia de las teorias de los test en el campo
econémico” (Armatte, 2001:626)

Ya en el siglo XXI, veremos como regresa el interés por la correlacién desde en el
campo del Big data: las correlaciones estadisticas sustituyen los procesos de causali-
dad, y ponen a prueba el proceso tradicional de descubrimiento cientifico. La hip6tesis
puesta a prueba usando un modelo causal se esta extinguiendo, nos dicen??, y esta
siendo sustituido por el analisis estadistico de correlaciones puras carente de teoria?.

Con independencia de la utilidad de los métodos de correlacion que nadie discute,
no parece que la estadistica actual pueda desprenderse de la teoria y las hipétesis de
investigacion sin caer en el mayor de los absurdos, o en una parodia de la investiga-
cion seria. Marc Barbut formulaba esta cuestion de forma muy clara: todo lo que se
formaliza tiene detras una teoria, y aquello que no tiene una teoria y unas hipétesis
de investigacion no merece la pena considerarse:

- “Lo que se formaliza, es siempre una teoria”

- “Si el especialista no tiene nada en la cabeza (i.e., no hay teoria), no hay evi-
dentemente nada que formalizar”

- “Si no se sabe lo que se busca, no hay ninguna posibilidad de encontrarlo 2

Por qué, entonces, los ide6logos del big data realizan semejantes afirmaciones
¢por ignorancia? Puede que no sea asi, pero la contundencia de algunas afirmaciones:
“Con suficientes datos, las cifras hablan por si mismas. Los petabytes nos permiten
decir: “La correlacion basta” (Mayer-Schonberger, V, Cukier, K., 2013:93), asi
como la ubicacion académica y profesional de los autores, no deja lugar a demasia-
dos optimismos. Tal vez deberiamos mirar en otra direccidn: la construccion de un

10 ANDERsSON C. “The End of the Theory: The Data Deluge Makes the Scientific Method obsolete”
Wired,v. 16 n® 7, 2008. Director de la Revista Wired.
(http://www.wired.com/science/discoveries/magazine/16-07/pb_theory).

11 véase: ARRIBAS, J.M. Historia de la probabilidad y la estadistica VII, AHEPE, Delta publicaciones,
2014.

12 BARBUT, M, 1994: 5, 9. La critica que la Escuela de Frankfurt hace de la sociologia empirica ameri-
cana tiene puntos en comun con la critica que hace Marc Barbut sobre la utilizacion de la estadistica
y los modelos matematicos “sin teoria”. Para los socidlogos de la Escuela alemana, la teoria de la
sociedad procede de la filosofia, y del mismo modo que la filosofia sospecha de las apariencias, la
teoria socioldgica sospecha de la “fachada de la sociedad”. Para T. Adorno, por ejemplo, la sociedad
es mas que la adicion de hechos dispersos, la adicion de hechos separados, en consecuencia, con-
cluye, “la teoria es absolutamente necesaria y debe ser critica” (ADORNO, T. 1973).
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discurso legitimador de précticas que proceden del campo empresarial y que estan
dando enormes réditos econdmicos a quienes los practican, ya sea en el campo de la
modelizacion matematica aplicada a las finanzas, ya sea en el campo de los estilos
de vida y el control de las practicas de los consumidores:

“En la era de los datos masivos, ya no resulta eficiente tomar decisiones
acerca de que variables examinar basdndose Gnicamente en hipotesis (..) En
lugar del enfoque sustentado por hipétesis, podemos emplear uno susten-
tado por datos (...) Las predicciones basadas en correlaciones son el cora-
z6n de los datos masivos” (Mayer-Schonberger, V, Cukier, K., 2013:74-75)

Una de las diferencias fundamentales entre el modo como se construyo la teoria
del muestreo y la época actual, la época de los big data, es que entonces se trabajaba
para la administracion pablica, y la cuestion social todavia no estaba resuelta. Se
trabajaba para el Estado o para grandes compafiias de servicios publicos como tele-
fonia, electricidad, comunicaciones, etc., la mayor parte de ellas nacionalizadas,
ahora los técnicos del big data trabajan para grandes compafiias privadas, o crean su
propia empresa con el objeto de maximizar rapidamente el beneficio econémico.
Para Bowley o Hilton era fundamental conocer el nimero de parados en Inglaterra
con objeto de organizar el subsidio de paro; para compafiias como Amazon, lo fun-
damental es conocer lo habitos y preferencias de los consumidores con objeto de
organizar la demanda. A diferencia de objetos, diferencia de métodos.

Tal vez la excesiva valoracion de los datos, tenga que ver con su valor mercantil,
con lo que podriamos Ilamar la financiarizacién de los datos. Nuestros autores plan-
tean explicitamente el valor de los datos, asi como la valoracion financiera de las
compafiias que los poseen:

“Calcular su valor ya no significar4 meramente sumar lo que se gana
mediante su uso primario(...) la mayor parte del valor de la informacion esta
latente y surgira de unos usos secundarios futuros (...).Esto se parece a los
obstaculos que habia para ponerles precio a los derivados financieros antes
del desarrollo de la ecuacion de Black-Scholes en la década de 1970 (..)
colgarle una etiqueta con el precio al valor de la opcidn de datos representa,
como minimo, una espléndida oportunidad para el sector financiero» (Ma-
yer-Schonberger, V, Cukier, K., 2013:152)

Llegados a este punto, aparece ya el verdadero leit motiv del tratamiento de los
datos masivos: su valor mercantil. Los datos son en realidad, derivados financieros,
si no constituyen la base real de la investigacion cientifica, si no tienen por finalidad
laresolucién de problemas ciudadanos, su utilizacion no requiere de demasiadas pre-
cauciones metodolégicas o cientificas, no es necesario complicarse la vida con la
exactitud, ni con la validez, ni con los limites del error probable, pues al final lo que
importa es la cuenta de resultados.
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4. DEBATE

A la luz de los diferentes usos y aplicaciones de las técnicas estadisticas a lo
largo de la historia parece pertinente saber de qué estamos hablando cuando las
utilizamos en un contexto académica o cientifico. Michel Foucault propuso el
analisis del discurso cientifico para dominios como la medicina, la biologia o la
economia politica pero también consideren necesario el andlisis de las practicas.
Al analisis semiolégico, o discursivo debe afiadirse el para qué de las técnicas
estadisticas, de lo contrario resulta dificil la comprension del objeto. Es por ello
que hemos propuesto como titulo de nuestra presentacion “Por una arqueologia
del muestreo estadistico”. Arqueologia en homenaje a los trabajos de Michel
Foucault que tanta influencia van a tener en la reciente historia de la ciencia, y
muestreo estadistico porque su desarrollo tedrico constituye un momento clave
en la construccion de la moderna estadistica matematica.

Los primeros pasos de la estadistica se producen a partir de los datos censales, y
es en el contexto del debate positivista como la estadistica adquiere el sentido de
ciencia social, “construye” el hecho social. Dufau es anterior a Durkheim.

La estadistica matematica inicia su andadura con la regresion y la correlacién,
pero se consolidad con la teoria muestral. Las diferentes técnicas estadisticas han
ido pasando por diferentes usos y han sido dominantes en determinados periodos
historicos, por lo que resulta fundamental conocer los problemas que motivan su
desarrollo, asi como las circunstancias sociales y politicas.

La aparicion de las nuevas tecnologias e internet han vuelto la estadistica hacia
el andlisis de datos masivos, haciendo que n sea igual a toda la poblacidn, pero
sin el soporte tedrico metodoldgico de la encuesta estadistica. Las poderosas he-
rramientas informaticas, asi como el almacenamiento masivo de la informacion
y el tratamiento a través de internet estan modificando los usos de la estadistica.

Entre los tedricos del Big Data asistimos a un cambio de paradigma, que justifica
sin rubor la inexactitud. Los criterios del andlisis estadistico o de la produccién
de datos han pasado a ser financieros.

Los tedricos del Big Data Analysis defienden la correlacion como método perti-
nente para el analisis de grandes masas de datos, pero especialistas como Michel
Armatte han mostrado cémo que es una técnica objeto de continua redefinicion
en la historia, cuyos usos cambian en funcién de los objetivos, de los aconteci-
mientos tecnoldgicos y econdmicos.
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1. INTRODUCCION

William Sealy Gosset publico en 1908, en la revista Biometrika, dos trabajos: uno
titulado EIl Error Probable de una Media, y el otro, El Error Probable del Coefi-
ciente de Correlacién, ambos firmados con el seudénimo de Student. EI primero de
ellos es considerado el origen de lo que hoy dia es conocido como distribucidn t de
Student, tan utilizada en cualquier contexto de inferencia estadistica, siendo este tra-
bajo considerado como “una de las contribuciones seminales a la estadistica del siglo
XX (Lehmann, 1992).

Gosset nace en 1876 en Canterbury, y estudia quimicas y matematicas en el New
College, de Oxford. Cuando termina sus estudios universitarios es contratado por
Arthur Guinness, Son & Co. como fabricante de cervezas para la sede St. James’
Gate de Dublin, donde trabajo desde 1899 hasta 1935. En esa época, Guinness se
interesé por la contratacion de cientificos que aplicasen sus conocimientos en el pro-
ceso de elaboracion de la cerveza, y la contratacion de Gosset no decepcioné a la
empresa. Tal vez por temor a perder su ventaja competitiva, la empresa cervecera
establecio la regla por la que prohibia a sus cientificos la publicacién de sus investi-
gaciones. Gosset argumento que sus trabajos no aportarian beneficio alguno a otros
fabricantes de cerveza y finalmente le fue permitido que publicara bajo seudénimo
(Student), para evitar que se dieran cuenta otros empleados de la empresa. Hotelling
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(1930) sefala que otros dos quimicos de la cervecera también publicaron trabajos
estadisticos bajo los seuddnimos Sophister y Mathetes.

En 1904 Gosset escribi6 un informe interno titulado The Application of the Law
of Error to the Work of the Brewery, donde ya introduce metodologias estadisticas
en la fabricacion de cerveza. En 1906 consiguid una licencia para ausentarse de la
fabrica cervecera y asi poder estudiar en el laboratorio biométrico de Karl Pearson.
Alli estuvo dos afios, 1906 y 1907. Durante este tiempo aprendi6 sobre teoria de
distribuciones y sobre el coeficiente de correlacion. Sin embargo, la teoria sobre
grandes muestras, en la que también se formo, no encontraba aplicabilidad préctica
en su trabajo de cervecero. Rara vez disponia de muestras de tamafio apropiadamente
“grande” que satisficieran los supuestos de estos métodos. Esta falta de metodologia
para pequefias muestras fue la que indujo su trabajo mas relevante y famoso.

El primer articulo de Gosset (de un total de 22 que publicd) fue una aplicacion de
la ley de Poisson al recuento de la levadura y el error de muestreo asociado a dicho
recuento (Student, 1907). Su trabajo sobre EIl error de muestreo de una media (el
objeto de este estudio nuestro), y el del coeficiente de correlacion, fueron publicados
al afio siguiente. Cox (2001) comentd que estos tres documentos estadisticos y los
demas publicados por Gosset, “tienen, como a menudo se ha sefialado, una frescura
sorprendente y modernidad, derivada quiza de su concision y su capacidad para ob-
tener resultados estadisticamente significativos con matematicas simples.”

Gosset trabajo para los sefiores Guinness durante el periodo 1899-1935 en Du-
blin, y desde 1935 hasta 1937 en Londres. Fallecio a los 61 afios, en 1937. Desde su
muerte, la influencia de su trabajo, y sus relaciones con los principales estadisticos
de su tiempo, han sido muy consideradas. A pesar de que existe una extensa docu-
mentacion, y de la naturaleza fundamental de la obra, los libros de texto de estadis-
tica de hoy dia le prestan poca atencién, o ninguna, al articulo de 1908. En lo que
sigue, tratamos de examinar el articulo con algin detalle. Ponemos de relieve las
simulaciones de Gosset, y pensamos en como podria haberlas realizado si hubiera
tenido acceso al software estadistico de hoy. Sobre este articulo de Gosset, E. S.
Pearson (1939), comenta:

Se trata de un articulo para el que creo que todos los estudiantes de investigacion
en estadistica bien podrian ser dirigidos, sobre todo antes de intentar plantear su propio

primer articulo. La derivacion real de las distribuciones de s*> yz,0de t=zy/n-1 en
la terminologia de hoy, hace mucho que se ha hecho més sencillay precisa; este trata-

miento analitico no tiene por qué ser examinado cuidadosamente, pero hay algo en la
disposicion y ejecucion del articulo que siempre compensa el estudio.
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2. SOBRE EL TITULO Y LA INTRODUCCION DEL ARTICULO DE 1908

Welch publicé en 1958, con motivo del 50 aniversario de la publicacion del trabajo de
Gosset, un articulo en el que comenta sobre el significado de la expresion “error pro-
bable” para lo que usa una definicion de 1892. En Verduin (2015) podemos encontrar
algunos usos Y significados anteriores de esa expresion. Como escriben Hanley, A. et
al. (2008), seguramente el significado seria “estadisticamente incorrecto” en la actua-
lidad. Volviendo a Welch (1958), éste nos informa “que un gran numero de libros
sobre reduccion de observaciones fueron escritos en las tltimas décadas del siglo XI1X,
la mayoria de ellos con el objetivo de ilustrar y asi hacer méas accesibles los métodos
computacionales muy generales publicados por Gauss entre 1821 y 1826. Su objetivo
era mostrar como obtener a partir de observaciones cientificas estimaciones de las can-
tidades fisicas junto con indicaciones de su fiabilidad”. Se habia convertido en habitual
expresar la precision en términos de “errores probables” y la mayoria de los autores
hacian por lo menos un breve intento de decir como un “error probable” debe interpre-
tarse en términos de la teoria de la probabilidad. Entonces nos presenta como ejemplo
un texto de W. W. Johnson de 1892 de donde extrae el siguiente parrafo:

El error probable de un resultado final se escribe con frecuencia despues
con los signos *. Por lo tanto, si la determinacién final de un angulo se da
como 36°42° 0.3 +0.22", el significado es que el verdadero valor del angulo
tiene exactamente las mismas probabilidades de estar entre los limites asig-
nados de esta manera (es decir, entre 36°41° 0,08” y 36°43° 0.527), como
lo es para quedar fuera de estos limites.

Al considerar esta definicion de igual probabilidad que un “verdadero” valor se
encuentre dentro o fuera del rango asignado, investigadores sobre la teoria de errores
casi siempre tenian en mente una hipotética repeticion a largo plazo que constase no
s6lo de los resultados que se podria obtener repitiendo las mediciones en la misma
verdadera cantidad, sino también mediante la medicion de otras cantidades reales de
naturaleza similar. De este conjunto global de repeticiones hipotéticas uno podria
entonces, en teoria, llevar a cabo la construccion de un subconjunto para el que las
mediciones son idénticas a las que realmente se realizaron en la investigacion que se
examina. La afirmacion que se hacia, entonces, era que, en este subconjunto, en el
50 por ciento de las ocasiones la cantidad real que se mide estara en el rango calcu-
lado con ayuda de la férmula del error probable.

Hanley, A. et al. (2008), opinan en virtud de la lectura de su propio trabajo, que
el “error probable” estudiado por Gosset es la desviacion media estimada de la dis-
tribucion muestral de la media muestral X , cuando X ~ N (,u,O').

Gosset comenzo explicando en su introduccion que el “método usual de determi-
nar la probabilidad de que la media de la poblacidn [«] se encuentra dentro de una
distancia dada de la media de la muestra [ X ], es suponer una distribucién normal
alrededor de la media de la muestra con una desviacion estandar igual a S/Jﬁ
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donde s es la desviacion estandar de la muestra, y usar las tablas de la probabilidad
integral [Normal]”, es decir, asumir z~ N ()?,s/\/ﬁ . Pero, con n pequefio, el valor
de s “acaba por si mismo sujeto a un error cada vez mayor, hasta que los juicios
alcanzados de esta manera pueden llegar a ser totalmente engafiosos.” “En algunos
experimentos quimicos, muchos biolégicos, y la mayoria de experimentos agricolas
y agran escala”, estamos obligados a “juzgar sobre la incertidumbre de los resultados
a partir de una pequefia muestra, que a su vez proporciona la Unica indicacion de la
variabilidad”. Los métodos inferenciales para tales experimentos a pequefia escala
habian estado “hasta ahora fuera del rango de la investigacién estadistica”. En lugar
de simplemente quejarse, Gosset hace algo al respecto.

Aungue es bien sabido que el método de utilizacion de la curva normal
solo es fiable cuando la muestra es “grande”, nadie todavia nos ha dicho
con claridad donde esta el limite entre muestras “grandes” y “pequerias”
gue seran extraidas. El objetivo del presente trabajo es determinar el punto
en el que podemos utilizar las tablas de la probabilidad integral (Normal)
para juzgar sobre la importancia de la media de una serie de experimentos,
y proporcionar tablas alternativas para su uso cuando el nimero de experi-
mentos es demasiado pequefio.

A continuacién, Gosset nos da un indice del contenido de su trabajo, el cual lo
divide en nueve secciones:

I Se determina la ecuacion de la curva que representa la distribucion de frecuencia
de las desviaciones estdndar de muestras extraidas de una poblacion normal.

Il. Se muestra que no hay tipo de correlacién entre la media y la desviacion
estandar de una muestra tal.

Il Se determina la ecuacion de la curva que representa la distribucion de fre-
cuencia de una cantidad z, que se obtiene dividiendo la distancia entre la
media de una muestra y la media de la poblacion por la desviacién estandar
de la muestra.

V. La curva encontrada en | es analizada.

V. La curva encontrada en Il es analizada.

VI. Las dos curvas son comparadas con algunas distribuciones reales.

VII.  Las tablas de las curvas encontradas en Il son dadas para muestras de dife-
rente tamario.

VIIl. yIX. Las tablas se explican y se le dan uso en algunos casos.

X. Conclusiones.

E. S. Pearson (1939: 221-222) quedd impresionado por la forma en que Gosset
organizd su trabajo. Sugiri6 que “pioneros en el arte de la composicion” siguen el
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patron de nuestro autor: “primero diga lo que vaya a decir, y luego decirlo y final-
mente terminar diciendo lo que usted ha dicho”.

3. LAS PRIMERAS SECCIONES DEL TRABAJO

Gosset definid s> como la suma de desviaciones al cuadrado dividida por n mas que

por n—1 que seria un estimador insesgado de o : la decision de dividir por n estuvo
influenciada por su profesor, Karl Pearson. Gosset hubiera preferido usar n—1: €l es-
cribe a un colega de Dublin en mayo de 1907: “Cuando soélo tienes un nimero muy
pequefio, creo que la formula con el divisor n—1 que soliamos utilizar es mejor”. In-
cluso en 1912, Karl Pearson comentd que hay poca diferencia si la suma de los cua-
drados se divide por n o por n-1, “jporque solo los cerveceros traviesos toman n
tan pequefio que la diferencia no es del orden del error probable!” (Pearson, 1939).

Gosset derivo y tabulé la distribucion de z=(X —u)/s més que la de
(X —,u)/(s/Jﬁ) . El utiliz6 la distribucion de z para hacer afirmaciones de probabi-
lidad en relacién con u y, por lo tanto, le pudo haber parecido mas natural para él
expresar la distancia entre  y un valor de interés, por ejemplo, 0, como un multiplo
de s, de la misma manera que expresamos hoy el tamafio del efecto.

Encontr6 la distribucion de z en tres pasos. En la Seccién | va obteniendo los

cuatro primeros momentos de s®. Se da cuenta que coinciden con los de una curva

de Pearson del Tipo 111, y concluye: “es probable que esa curva represente la distri-
2 9

bucion tedrica de s°.

Entonces, “aunque no tenemos ninguna prueba real, supondremos que asi es en
lo que sigue”. A partir de esto, construye la funcién de densidad de probabilidad de
s por el método habitual de cambio de variable; pero en lugar de utilizar términos
técnicos, lo plantea de manera mas intuitiva: “ya que la frecuencia de s es igual a la
de s?, lo Gnico que debemos hacer es comprimir la linea base (eje) de forma ade-
cuada”. La curva que define esa funcion de densidad viene dada por:

n-1 2

y= N F(Lj O e (paran pan
(n-3)(n-5)--3-1\ 7\ &?
0
n1 .
N n 2 n2. 5.2 A
y:(n—3)(n—5)...4.2[?j X" 2 (para n impar)

En la seccidén Il quiere demostrar “que no hay correlacion entre (a) la distancia
de la media de una muestra a la media de la poblacion y (b) la desviacion estandar
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de una muestra con distribucion normal”; presumiblemente se referia a que los dos
son independientes.

Como afirman Hanley, A. et al. (2008), su demostracion es incompleta: argu-
ment6 que, dado que los valores positivos y negativos de X — x son igualmente
probables, no puede haber una correlacion entre el valor absoluto de X — x y s. El
resultado se da en el caso normal, pero su argumento es valido so6lo si se omite la
palabra “absoluto”. Como sefiald Fisher (1925, p. 92), Gosset hace la demostracion,
usando Igs momentos mas altos de la distribucion normal, que la covarianza entre

(X—u) y s* escero.

Drasnay 1. Frequency Curve giving the Distribution of Standard Deviations of ssmples
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Figura 1. Grafica de la funcién de densidad de probabilidad de s para una muestra de tamario 10.

En la Seccion 111 se dedica a “encontrar la ecuacion que representa la distribucién
de frecuencias de las medias de las muestras de n extracciones de una poblacion
normal, siendo la media expresada en términos de la desviacion estandar de la mues-
tra”. O sea, obtiene la funcion de densidad de probabilidad de z: comienza constru-

yendo la distribucién conjunta de {X, s}, la transforma a la de {z,s},y finalmente
integra sobre s para obtener la funcion de densidad buscada:

1 n-2n-4 53 Ny .
== ——..-=-Z(14+2°) 2 si n esimpar,
y 2 n—-3 n-5 4 ( ) P
1 n-2n-4 42 N
== — .- ——=(1+2z°) 2 si n espar.
y 7 h—-3 n-5 3 1( ) P
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Las secciones IV y V se dedican a los momentos, formas y areas de la cola de las
distribuciones de s y distribuciones z, presentando graficamente la curva asociada a
S para una muestra de tamafio 10.

4. LOS CALCULOS DE GOSSET USANDO VALORES MUESTRALES

Una aportacion muy importante de Gosset es la seccion VI, donde las funciones de
densidad de probabilidad de s y z “se comparan con algunas distribuciones reales” para
“testar de manera practica las ecuaciones anteriores.” A pesar de que podria haber uti-
lizado uno de los métodos de simulacién estocastica conocidos en ese momento (por
ejemplo, dados, cartas...) Gosset, se muestra como un cientifico que trabaja Unica-
mente con datos reales, eligiendo entonces una poblacion existente. El nos dice:

Antes de haber tenido éxito en la solucion de mi problema analiticamente,
habia tratado de hacerlo de forma empirica. EI material utilizado era una
tabla de correspondencias que contiene alturas y mediciones del dedo medio
izquierdo de 3.000 criminales, de un articulo de W. R. Macdonell (Biome-
trika, VVol. 1, p. 219). Las mediciones fueron escritas sobre 3.000 trozos de
carton, que luego se barajaron y extraidos al azar. Cuando cada tarjeta fue
extraida sus nameros fueron escritos en un libro que, de este modo, contiene
las mediciones de 3.000 delincuentes en un orden aleatorio. Por Gltimo, cada
conjunto consecutivo de 4 extracciones se tomé como una muestra (750 en
total) y media, desviacién estandar, y correlacion de cada muestra fueron
calculadas. A continuacion, la diferencia entre la media de cada muestra y la
media de la poblacion se divide por la desviacion estandar de la muestra, que
nos da la z de la Seccién Ill. Esto nos proporciona dos conjuntos de 750
desviaciones estandar y dos conjuntos de 750 valores de z con los que poner
a prueba los resultados tedricos alcanzados.

Los datos de MacDonell, obtenidos de la Oficina Central de Metric, New
Scotland Yard, fueron presentados como una tabla de frecuencias 42x22 (version
electronica en www.epi.mcgill.ca/hanley/Student). Las 42 filas para las longitudes
de los dedos se corresponden directamente con las medidas reales, tomadas al mili-
metro, por lo que los intervalos de agrupacion son de 0,1 cm de ancho. Las medicio-
nes de las alturas fueron redondeadas a 1/8 de pulgada por el personal de Scotland
Yard, pero agrupados por Macdonell en 22 intervalos, cada uno de 1 pulgada de
ancho y conteniendo los registrados entre x y 5/8 de pulgadas y (x + 1) y 1/2 pulga-
das. La media (en pulgadas) se estim6 como 65,5355 + 0,0313, siendo esto ultimo el

error probable, es decir, 0,6745x sd/\/3000 . La desviacion estandar sd, fue calcu-
lada usando n =3000 como divisor, estimandose como 2,5410 + 0,0221, siendo esto
(ltimo =0,6745xsd/~/2n .
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Al tomar muestras de tamafio 4, Gosset se encuentra de vez en cuando con que
las cuatro personas son del mismo intervalo en la tabla original, por lo que las des-
viaciones tipicas muestrales en esos casos toman el valor cero, con lo que los corres-

pondientes valores de z tomarian el valor infinito. Gosset entonces cambia ese valor
infinito para el mayor valor observado. Llevo a cabo comparaciones entre los valores

observados y tedricos, usando el estadistico y* como instrumento de comparacion.

Las siguientes figuras muestran algunas de las tablas presentadas por Gosset para
valorar el ajuste

2;” cos* 0, z = tand

Comparison of Fit. Theoretical Equation: y =

Scale of z

Calculated frequency

5 93 135343 443 787 119 141 787 443 347 137 137 91 5
Observed frequency
9 143 113 33 433 705 1195 1513 122 671 49 261 16 10 6

Difference
+4 +4 -2 -2 —17 -1 -8 +1 4107 +3 —11 442 —8 421 ¢

)=

Whence x* = 12.44, P = 0.56.

Figura 2. Prueba de ajuste de la z muestral.

Comparison of Fit. Theoretical Equation: y = L‘z\/;_T)—‘—S\{ZIQc* o2
)

Scale in terms of standard deviations of population 5
11 104 27 451 641 781 87 88 811 71 58 45 33 23 15 93 53 7

Calculated frequency i .
2 14 271 51 641 91 941 681 651 73 483 403 425 20 225 12 5 73

Observed frequency ’
+4 +3L +1 451 +124 471 —19% —16 +2 —-94 —44 493 -3 473 +25 —5 +3

Whence x? = 21.80, P = 0.19.

Figura 3. Prueba de ajuste de la x muestral.

5. LAS RESTANTES SECCIONES DEL ARTICULO DE 1908

Gosset estaba tan suficientemente convencido por sus simulaciones que en la seccion
VII presentd la tabulacion de la distribucién z para n <10, y explicé su uso en la
seccion VIII.



W. S. GOSSET O LA ¢ DE STUDENT. UN GENEROSO LEGADO A LA INFERENCIA ESTADISTICA 59

Section VII. Tables of

3 1
n—2 n—4 55 n Odd tan_lz Tl—2
n—3'n—5 5 1 [7i, “cos" 7 0do
T;n even 2

for values of n from 4 to 10 inclusive

b 1‘2 .
Together with —\—/—‘(/21-—) ffoo e~ dr for comparison when n = 10
(e

z(:f—) n=4 n=5 n=6 =7 n=8 n=9 n=10 For comparison
T s 722
(5 /2w ™ )

0.1 0.5633 0.5745 0.5841 0.5928 0.6006 0.60787 0.61462 0.60411
0.2 0.6241 0.6458 0.6634 0.6798 0.6936 0.70705 0.71846 0.70159
0.3  0.6804 0.7096 0.7340 0.7549 0.7733 0.78961 0.80423 0.78641
0.4 0.7309 0.7657 0.7939 0.8175 0.8376 0.85465 0.86970 0.85520
0.5 0.7749 0.8131 0.8428 0.8667 0.8863 0.90251 0.91609 0.90691
0.6 0.8125 0.8518 0.8813 0.9040 0.9218 0.93600 0.94732 0.94375
0.7  0.8440 0.8830 0.9109 0.9314 0.9468 0.95851 0.96747 0.96799
0.8 0.8701 0.9076 0.9332 0.9512 0.9640 0.97328 0.98007 0.98253
0.9 0.8915 0.9269 0.9498 0.9652 0.9756 0.98279 0.98780 0.99137
1.0 0.9092 0.9419 0.9622 0.9751 0.9834 0.98890 0.99252 0.99820
1.1 0.9236 0.9537 0.9714 0.9821 0.9887 0.99280 0.99539 0.99926
1.2 0.9354 0.9628 0.9782 0.9870 0.9922 0.99528 0.99713 0.99971
1.3 0.9451 0.9700 0.9832 0.9905 0.9946 0.99688 0.99819 0.99986
1.4 0.9451 0.9756 0.9870 0.9930 0.9962 0.99791 0.99885 0.99989
1.5 0.9598 0.9800 0.9899 0.9948 0.9973 0.99859 0.99926 0.99999

1.6 0.9653 0.9836 0.9920 0.9961 0.9981 0.99903 0.99951
1.7 0.9699 0.9864 0.9937 0.9970 0.9986 0.99933 0.99968
1.8 0.9737 0.9886 0.9950 0.9977 0.9990 0.99953 0.99978
1.9 0.9970 0.9904 0.9959 0.9983 0.9992 0.99967 0.99985
2.0 0.9797 0.9919 0.9967 0.9986 0.9994 0.99976 0.99990
2.1 0.9821 0.9931 0.9973 0.9989 0.9996 0.99983 0.99993
2.2 0.9841 0.9941 0.9978 0.9992 0.9997 0.99987 0.99995
2.3 0.9858 0.9950 0.9982 0.9993 0.9998 0.99991 0.99996
2.4 0.9873 0.9957 0.9985 0.9995 0.9998 0.99993 0.99997
2.5 0.9886 0.9963 0.9987 0.9996 0.9998 0.99995 0.99998
2.6 0.9898 0.9967 0.9989 0.9996 0.9999 0.99996 0.99999
2.7 0.9908 0.9972 0.9989 0.9997 0.9999 0.99997 0.99999
2.8 0.9916 0.9975 0.9989 0.9998 0.9999 0.99998 0.99999
2.9 0.9924 0.9978 0.9989 0.9998 0.9999 0.99998 0.99999
3.0 0.9931 0.9981 0.9989 0.9998 — 0.99999 —

Figura 4. Tablas de integrales acumuladas para diferentes tamafios muéstrales.

En la seccion IX, ilustra el método, usando tres ejemplos totalmente trabajados,
todos del tipo “t-emparejados”, con n de 10, 6, y 2. Concluye con “un ejemplo que
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viene mas alla del rango de las tablas, siendo aqui n=11 experimentos”, con
d =33,7 y s=63,1. Paraello utiliza la aproximacion A ~ N(d, s/\/n —3) paralle-
gar a la conclusion de que existe una probabilidad de 0,934 de “que la semilla de
cebada secada al horno da un rendimiento de cebada superior a la semilla no secada
en horno™: La tabla z ampliada que public6 en 1917 presenta una probabilidad exacta
de 0,939.

E.S. Pearson nos dice que “se utilizo la prueba z en la fabrica de cerveza al menos
una vez, pero Creo que muy poco en otra parte durante probablemente una docena de
afios.” De hecho, en 1922, cuando Gosset envi6 Fisher una copia de sus nuevas ta-
blas, brome6 diciendo que “usted es el Unico hombre que es propenso a usarlas”
[citado por Box (1981)].

6. LA CORRESPONDENCIA GOSSET-FISHER

Fisher comenzd correspondiendo con Gosset en 1912, con una carta en la que le
comunica una rigurosa derivacion geométrica de la distribucion z de “Student” en
términos de transformaciones en un espacio euclideo n-dimensional. Esta carta esta
perdida pero su naturaleza se desprende de la carta de presentacién con la que Gosset
se la pas6 a Pearson, con la sugerencia de que Pearson “podria si lo desea ponerlo en
una nota” en Biometrika ya que es tan agradable y matematica que podria llamar la
atencion a algunas personas. La carta de Gosset ha sido reproducida en parte por E.S.
Pearson (1968). Fisher publicé su derivacién geométrica de la z-distribucion de “Stu-

dent” en 1923; y dos afios después (1925b) en términos de t =z+/n-1.

La primera carta de Gosset a Fisher que se ha encontrado hasta la fecha es del 15
de abril 1915 (Carta 1 de Gosset 1962; Pearson 1968), dando las gracias a Fisher por
enviarle una reimpresion del articulo de Fisher en Biometrika (1915) sobre la distri-
bucion muestral del coeficiente de correlacion r en muestras aleatorias de una pobla-
cién normal bivariada con coeficiente de correlacion arbitrario p, y agreg6 que “es-
taba muy contento de que (su) problema se encontraba un paso mas cerca a la
solucién”. (Gosset habia descubierto en 1908 (“Student” 1908b) que r es simétrica-
mente distribuida alrededor del cero de acuerdo con una curva Tipo Il de Pearson en
muestras aleatorias de una poblacion normal bivariada con p=0; y que, cuando

o # 0 su distribucidn es asimétrica, con la cola mas larga hacia el cero, y no puede

ser representada por ninguna de las curvas de Pearson.) Fue en este trabajo de 1915
cuando ese poderoso método geométrico de Fisher para derivar distribuciones en el
muestreo de importantes funciones estadisticas se hizo publico por primera vez. Gos-
set no hace comentario sobre la observacién de Fisher de que cuando p =0, laratio

r/\ll— r’ se distribuye segun la z de Gosset, con n reemplazado por n—1.
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Sobre el 3 de abril de 1922, Gosset escribe en una carta a Fisher, “Pero en serio
quiero conocer la distribucion de frecuencias de la r(aX /ay ) para muestras peque-

fias, para mi trabajo pues la prefiero mas que la distribucion de r ahora felizmente
resuelta” (Carta 5 de Gosset 1962). Sobre el 12 de abril de 1922 afiade “Me olvidé
plantearle a usted otro problema en mi Gltima carta, la del problema del error de los

correlacion

coeficientes parciales de { } para pequefias muestras” (Carta 6).

regresion
Fisher, evidentemente, respondio rapidamente a la necesidad del Gosset “con una
carta en la que mostré como la distribucion muestral del coeficiente de regresion de

la muestra, b (= r(sX /sy)), donde s, y s, son las desviaciones estandar de los n

valores de la muestra de x e y, respectivamente), podrian ser expresadas en términos
de z-distribution de Gosset, cuando se consideran los valores de x como fijos y, para
un valor dado de x, los valores correspondientes de y son normal e independiente-

mente distribuidos alrededor de un « + p’(x -X ) con una desviacion estandar co-

mln o . Esta carta se ha perdido. Gosset reconoci6 su recepcién en una carta de 5
de mayo de 1922, destacando:

De todos modos, en cuanto al factor de regresion del resultado neto parece ser
gue, si se utiliza la férmula aceptada para SD, debe hacerlo exactamente como se
utiliza el SD aceptado de una media, y con un pequefio nimero deben usar las Tablas
de Student: jque es, por supuesto, muy satisfactorio para Student!

La formula ordinaria debe haber sido deducida bajo el supuesto en que el SD para
los valores dados de x se requiere...

No se me habia ocurrido poner a prueba la importancia de dos medios de diferentes
muestras de tamafio por mi Curva Tipo VII, ni he tenido tiempo (ni ganas) para tratar
de averiguar cdmo hacerlo, ya que llegé su carta, pero probablemente podria conseguir
el trabajo de tabulacion de su integral hecho con bastante facilidad, aunque si sobre se
deberia permitir publicar la obra del hombre que consiga hacerlo es otra cosa.

Me sorprende que el efecto de tomar una correlacion parcial o regresion es sélo
para disminuir el peso en un caso, pero veo que esta en linea con otros fenémenos
de la naturaleza.

Esta claro que Fisher ya habia llegado a su tratamiento unificado de los test de
significacion de una media, de la diferencia entre dos medias, y de coeficientes sim-
ples y parciales de correlacion y regresion en términos de la distribucion “de Stu-
dent”; y puede que ya haya decidido que seria ventajoso cambiar z por

t=zv )

donde v es el “numero de grados de libertad” inherente a la “suma de cuadrados”
implicada, por cuanto se refiere Gosset “para la tabulacion de su integral”.
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7. EL DEBUT DE LA T DE STUDENT

La t de Student parece que hace su primera aparicion en publico en Statistical Met-
hods for Research Workers (1925) de Fisher!: las ecuaciones que dan la versiones t

de las de z, y de la z para testar la significacion (bi —,Bi) en el caso de una ecuacion
de regresion multiple (i =1,2,..., p) se encuentran en las Secciones 24, 26 y 29 de su

libro; con n" (mayor que n) usado para denotar el tamafio muestral implicado; y la
distribucion en el muestreo de estas y otras t son derivadas de nuevo de los primeros
principios en sus “Aplicaciones de la Distribucion de Student” (Fisher, 1925). En su
articulo Fisher deja bastante claro que la ratio de cualquier cantidad d normalmente

distribuida alrededor de cero con desviacion estandar o, a una estimacion s de o
2

tal que % se distribuye independientemente de d como una x> con v grados de
(o2

libertad, se distribuye como una t de Student con v grados de libertad. (Fisher usa
n' para denotar el tamafio muestral y n para los grados de libertad, pero en la medida
en que n es con frecuencia usado para el tamafio muestral, el posible malentendido
se evita en la préactica actual con la utilizacion de “v  para denotar el niamero de
grados de libertad.) EI cambio de la z a la t correspondiente es consecuentemente
efectuado mediante la simple sustitucion de la “suma de los cuadrados” bajo el signo
radical en el denominador de una z por el correspondiente “cuadrado medio”; es de-
cir, la suma dividida, no por el nimero de términos (n o n') que participan, sino mas
bien por el “nimero de sus grados de libertad” (v ), de modo que cada t se relaciona

con la z correspondiente por la ecuacién t = zJv ; es decir, la ecuacion (2) de arriba.

8. LA TRANSICIONDE ZAT

De un nimero de cartas de Gosset a Fisher de 1922 esta claro que, para ese afio,
Fisher ya habia encontrado méas conveniente t que z para usar y explicar, y decidid
preparar, 0 hacer arreglos para la preparacion de, tablas de la integral de curvas Tipo
V11 de Pearson en la forma de distribucion t similares a las tablas de la integral de la
distribucion z de Gosset. Asi, Gosset posiblemente se referia a la integral de la dis-
tribucion t cuando escribe que “probablemente podria realizar el trabajo de tabula-
cién de su integral” en su carta de 5 de mayo de 1922, citada anteriormente. El 12 de
octubre de 1922, él escribid, “atn no he tenido tiempo de hacer nada con el tipo VII”
(Carta 12). Luego, Gosset en su carta a Fisher de 7 de noviembre de 1922, muestra
la primera mencion explicita de “t”: “He estado trabajando un poco en el Tipo VII ...

L Fisher presenta su definicion general de t de Studenty su relacionasuz (t° =e** paran,=1y n,=n
grados de libertad), en su discurso (Fisher, 1928) al Congreso Internacional Matematico de 1924, cuyo
Proceedings no fue publicado hasta 1928.
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En el curso de ese estudio calculé todos los valores para t =1 a partirde n=2 a
n =30 con siete cifras (una precision de 6 decimales) “(Carta 13).

Evidentemente, Gosset estaba evaluando directamente la integral del desarrollo
en serie trigonométrica que él habia empleado en su trabajo de 1908; y Fisher estaba
aplicando “férmulas de correccién” a la correspondiente desviacion normal. La carta
13 proporciona una comparacion tabular de sus resultados numéricos “para x=1"
con 7 decimales para n, “el namero en la muestra” (esto es, v +1) desde 2 hasta 30.
Los célculos que llevaron a las tres tablas de “Student” (1925) se discuten en las
cartas posteriores de Gosset a Fisher. En estas cartas posteriores, siempre utiliza “t”
al referirse a sus propios calculos, y usa “x” cuando se refiere a las “férmulas correc-
tivas” de Fisher. En el texto que acompafia a las tablas dice:

Desde entonces se ha demostrado, como en el documento anterior del Sr. Fisher
[Fisher 1925b], que la integral tiene una aplicacion mucho mas amplia de lo que se
suponia en un principio.

Las tablas publicadas hasta ahora sufren sin embargo de dos defectos: (i) que a
medida que n aumenta la escala z se hace muy basta, y (ii) que, salvo en el caso para
el que fue disefiado, n, el nimero de la muestra, no es el mejor nimero con el que
entrar en la tabla, sino n—1, el nimero de grados de libertad.

Las presentes tablas, por lo tanto, han sido construidas con la sugerencia del Sr.

Fisher con el argumento t = z+/n , donde n es ahora uno menos gue el nimero de la
muestra, lo que podemos llamar n. (Student 1925, pp. 105-106).

En resumen, lo anterior parece indicar que la decisién de cambiar z por t se ori-
gind con Fisher, pero la eleccion de la letra “t” para denotar la nueva forma se debi6
a Student.

9. CONCLUSIONES

El articulo de Student 1908 tiene varias lecciones para aquellos que nos iniciamos
en el estudio de la estadistica inferencial.

1. Lapreocupacion y responsabilidad de la interpretacion practica de los datos
experimentales.

2. Gran preparacion en el manejo matematico, calculo integral y desarrollo en
serie.

3. Manejos de datos reales para llevar a cabo sus simulaciones.
4. Manejos de gréaficas y paciencia de célculo en la construccion de tablas.

5. Buen conocimiento del test ji-cuadrado de bondad de ajuste.



64 HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA (VIII)

6. Contactos con buenos maestros (Fisher) para mejorar los resultados de nues-
tras investigaciones.

7. Una manera excelente de presentar un articulo de investigacion.
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1. INTRODUCCION

Hugh Dalton (1887-1962), economista y politico britanico. Fue miembro del Partido
Laborista. Durante la década de los 30 del siglo XX defini6 la politica exterior del
partido, siendo partidario del rearme contra la amenaza alemana y, por tanto, oponién-
dose enérgicamente a la politica de apaciguamiento del primer ministro Neville Cham-
berlain, en 1938. Durante la segunda guerra mundial particip6 en el gobierno de coa-
licion dirigido por Winston Churchill y, al concluir ésta, ocup6 el cargo de Ministro
de Hacienda durante el periodo 1945-47, teniendo que dimitir debido a las filtraciones
del presupuesto a un periodista antes de ser debatido en la Camara de los Comunes.

El nombre de Dalton aparece ligado a la literatura sobre medidas de desigualdad
debido, principalmente, a un trabajo publicado en 1920 en The Economic Journal en
el que investig6 aspectos analiticos de las medidas de desigualdad de la riqueza. Dalton
amplié de manera sustancial el trabajo de Max Otto Lorenz sobre estas medidas, ofre-
ciendo una gama mas extensa de medidas y un conjunto de principios que sirvieran
para comprender los cambios que se pudieran producir en la distribucion de la renta.
A partir de una sugerencia de Pigou (1912, p. 24), Dalton propuso el conocido como
“principio de transferencia” o, como ha sido conocido después, condicion de Pigou-

65
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Dalton, como una condicion exigible a una “buena” medida de desigualdad. Sobre este
trabajo de 1920, él se muestra afios después algo critico con el mismo, cuando escribio6
en sus memorias publicadas en 1953 el siguiente comentario:

“Tenia planeado, como parte final de mi Desigualdad de la Renta, una discusion
bastante completa de la medicién de la desigualdad de los ingresos y de la aplica-
cién de diversas medidas rivales a las estadisticas disponibles. Pero este gran pro-
yecto, que nadie ni siquiera ain ha llevado a cabo, se contrajo bajo la presién de
mi calendario hasta convertirse en un pequefio articulo... Mas bien una pieza inge-
niosa de la escritura, sigo pensando que, con algunas decoraciones algebraicas y
diferenciales y llamando la atencién sobre algunos teoremas elegantes de econo-
mistas italianos poco conocidos, en los que, debido a mi conocimiento de la lengua,
y buscando un rincdn en el tiempo, hice revision de algunos de ellos en el Economic
Journal. Pero se basa en hipdtesis que eran un poco irreales” (1953, p. 107).

En este trabajo tratamos de describir el contenido de ese relevante articulo de
Dalton, y decimos relevante si nos atenemos a las citas que el mismo ha generado,
sobre todo a partir de la década de 1970.

2. RENTA Y BIENESTAR

Dalton considera la renta no como tal sino como determinante del bienestar. Asi, al
inicio de la lectura del articulo, Dalton critica a un escritor norteamericano (sin citar
nombre) que habia expresado la opinion “el problema estadistico ante el que se en-
frenta el economista sobre la determinacion de una medida de desigualdad en la dis-
tribucion de la riqueza es idéntico al del biélogo en la determinacion de una medida
de desigualdad en la distribucion de cualquier caracteristica fisica”. Pero, segun su
opinion, esto es claramente erroneo. Pues “el economista esta interesado principal-
mente, no en la distribucién de la renta como tal, sino en los efectos de la distribucion
de la renta sobre la distribucion y cantidad total de bienestar econdémico, que puede
derivarse de esa renta”.

Bajo este contexto, por tanto, es necesario considerar dos variables, renta y bienes-
tar, y tratar de describir las posibles relaciones funcionales existentes entre ambas.

Encuentra una analogia, aunque matiza que sélo parcial, con la medida de de-
sigualdad de precipitaciones en una zona agricola, y los efectos de la misma sobre
las cosechas. Estaba muy claro que él estaba considerando medidas aplicables a la
renta, no a otras variables econémicas, y ciertamente no a la gran cantidad de dife-
rentes variables evocada por Gini (1921) en su comentario sobre el trabajo de Dalton,
y del que hablaremos mas adelante.

A partir de aqui comienza a formular hip6tesis sobre el comportamiento de la
variable “bienestar econdmico” y su relacion con la “renta” (teniendo en cuenta que
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la renta es una variable tangible, objetiva, medible, pero sobre como medir el bie-
nestar aln no se ha pronunciado):

e El bienestar econdémico es aditivo. El bienestar social es la suma de los bie-
nestares de los individuos que componen la sociedad.

o Larelacién entre renta y bienestar es la misma para todas las personas. Aun-
que no lo dice expresamente, considera el bienestar una funcion creciente de
la renta.

e Para cada individuo, el bienestar econémico marginal disminuye a medida
gue aumenta la renta. O sea, supone que el bienestar es una funcién creciente
y concava de la renta.

¢ Siuna riqueza total determinada se distribuyese entre un nimero concreto de
personas, considera que el bienestar econémico sera maximo si el reparto es
igualitario entre esas personas.

A partir de estas consideraciones es posible definir una medida de desigualdad:
la ratio entre el total de bienestar econémico que se alcanza bajo una distribu-
cién igualitaria y el bienestar econémico total alcanzado en virtud de la distri-
bucién dada. Esta relacion es igual a la unidad para una distribucion igualitaria, y
es mayor que uno para cualquier distribucién desigual. Cuanto mas se distancie de
uno, mayor sera el grado de desigualdad.

Teniendo presente esa propuesta de medida de desigualdad, Dalton opina que si
se asume alguna relacién funcional entre bienestar y renta, sera facil construir la
medida. Ahora bien, mantiene que ninguna medida asi construida sera independiente
de la particular relacién funcional que se ha asumido. De alguna forma, mediante la
relacion funcional, Dalton quiere “medir” el bienestar a partir de la renta. Entonces
propone dos posibles relaciones funcionales, que no tendran mucho recorrido en su
propio trabajo, pero que mas tarde, Atkinson (1970) las incorporara como casos par-
ticulares de su medida de desigualdad. Las dos propuestas de Dalton las analizamos
en el siguiente apartado.

3. DOS POSIBLES RELACIONES FUNCIONALES ENTRE BIENESTAR
Y RENTA

En su primera propuesta, nuestro autor establece como hipétesis lo que sigue: estable-
cida una renta de subsistencia, incrementos proporcionales de la renta que esta por
encima de la de subsistencia, implican incrementos absolutos iguales a los proporcio-
nales del bienestar econémico. Asi, si w = bienestar econdmico y x = renta, tenemos

dw=% obien w=logx+c.
X
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Considerando n rentas individuales, x,x,,...,X, cuya media aritméticaes x, y la
geomeétrica es X, (x, seria la renta de cada individuo en un reparto igualitario de la
riqueza total), entonces la medida de desigualdad propuesta por Dalton tendria la
n-logx, +nc _logx, +c
n-logx, +nc logx, +c
dida, se asume que cuando x=1, @ =0, y entonces c=0. Asi, nuestra medida de

. . log x, . . . o
desigualdad se convierte en oax A primera vista, el autor piensa que seria ain

0g X
9

forma . Entonces, considera que, para simplificar la me-

mas simple, y practicamente equivalente, la medida —= , pero esta simplificacion
g
plantea un problema que mas adelante sefiala, y que nosotros comentaremaos.

Después de hacer esta primera propuesta, Dalton opina que la hip6tesis de partida
no es completamente satisfactoria. Aparte de la dificultad de s6lo tener en cuenta la
renta que esta por encima de los ingresos de subsistencia, esté el hecho de considerar
que el bienestar crece en términos absolutos lo mismo que crece la renta en propor-
cion, para cualquier nivel de renta. Opina que para niveles elevado de renta el incre-
mento del bienestar es mas lento, o, dicho de otra forma, para conseguir el mismo
incremento de bienestar en rentas elevadas es necesario un incremento proporcional
superior al valor del incremento absoluto (la idea de una relacién de concavidad sub-
yace en este pensamiento).

Entonces, “para ser tolerablemente realistas” piensa que una relacion funcional
gue conecte bienestar y renta debe cumplir:

(1) Igual incremento en bienestar econémico, en alguna tasa después que la renta
sea mayor que una determinada cantidad, corresponderd con méas que incrementos
proporcionales en la renta;

(2) el bienestar econdmico tendera a un limite finito, cuando la renta crece inde-
finidamente;

(3) el bienestar econdmico tendera a cero para una cierta cantidad de renta, y sera
negativo para rentas pequefias.

Dalton piensa que estas condiciones son satisfechas, si asumimos que la relacion
. I dx 1

entre el bienestar econdmico y la renta es de la forma dw=—, porloque w=¢c—-—,
X X

donde ¢ es una constante. Entonces, aunque x se haga muy grande, @ nunca puede

1 . .
llegar a ser mayor que ¢, y cuando x es menor que =, @ es negativo. Opina que esta
c
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relacion funcional retne plausibilidad y simplicidad, y, por tanto, seria una relacion
realista. En ese caso, la correspondiente medida de desigualdad seria

n 1
nc-— ¢c-——
Xa Xa
n 1
nc—-— ¢c——
Xy Xy

donde x, es la media armonica de las rentas individuales, y ¢, como ya se intuye

por lo escrito arriba, el reciproco de la renta minima, para el que empieza a produ-
cirse bienestar econdémico positivo.

Después de presentar estas dos propuestas, que las define “simples en la forma y
con cierta elegancia tedrica”, Dalton duda de su aplicabilidad a las estadisticas de
renta. Asi, aunque la media aritmética es de facil calculo a partir de estadisticas per-
fectas, y es bastante facil aproximarse a partir de estadisticas imperfectas, los corres-
pondientes calculos para las medias geométricas y harménicas son muy laboriosos
(estamos hablando de un trabajo publicado en 1920), cuando el nimero de rentas
individuales es grande, y las correspondientes aproximaciones, especialmente para
la media harmdnica, son practicamente imposibles, cuando las estadisticas muestran
mas que un pequefio grado de imperfeccién. Ademas, la primera de las dos medidas
implica una estimacion de la renta necesaria para la “subsistencia”, y la segunda una
estimacion de la minima renta que conduce a un bienestar econémico positivo. Y
ninguna de estas estimaciones es facil de llevar a cabo.

Por tanto, como se ha dicho arriba, las dos medidas de desigualdad propuestas
por nuestro autor tienen un corto recorrido en su exposicion. A partir de aqui, Dalton
analiza las medidas de dispersion mas utilizadas en la época y las evalta en funcién
de unos principios exigibles a una medida de desigualdad.

4. EL PRINCIPIO DE TRANSFERENCIA Y LAS MEDIDAS DE
DISPERSION CLASICAS

El primer principio que Dalton establece, y que le sirve para testar la plausibilidad
de una medida de desigualdad es el que él llamo “principio de transferencia”, citando
a Pigou (1912, Wealth and Welfare) en este punto:

Si s6lo hay dos receptores de renta, y una transferencia tiene lugar desde el mas
rico al mas pobre, la desigualdad disminuye. Hay, desde luego, una condicidn limite
obvia. Pues la transferencia no debe ser tan grande, como para revertir las posi-
ciones relativas de los dos receptores de renta, y producira su maximo resultado, es
decir, el de crear la igualdad, cuando la transferencia es igual a la mitad de la
diferencia entre los dos ingresos. Y con seguridad podemos ir mas alla y decir que,
por grande que sea el nimero de receptores de ingresos y cualquiera que sea la
cuantia de sus rentas, cualquier transferencia entre cualquiera dos de ellos, o, en
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general, cualquier series de tales transferencias, sujetas a la condicién anterior,
disminuira la desigualdad.® Es posible que, al comparar dos distribuciones en las
gue tanto la renta total como el nimero de receptores de renta sean iguales, poda-
mos ver que una puede ser capaz de ser una evolucion de la otra por medio de una
serie de transferencias de esta clase. En tal caso podemos decir con certeza que la
desigualdad de una es menor que la de la otra.

Fijado este principio, Dalton analiza qué medidas de dispersion de las usadas en-

tonces lo cumplen. Las medidas analizadas son:

Desviacion media de la media aritmética:

2% =X
n

relativizada, al dividirla por la media aritmética (Dalton la llama desviacién
media relativa).

, Y esa misma medida

Desviacion tipica: S = , ¥ la correspondiente medida relativi-

zada, gque se obtiene al dividir también por la media aritmética (lo que en
estadistica descriptiva llamamos coeficiente de variacion, y Dalton llamé
desviacion estandar relativa).

La medida cuartil de Bowley: Q-Q , donde Q, y Q, son cuartiles. Esta es

3 + U
una medida relativa de dispersion.

La diferencia media de Gini: escribe Dalton, media aritmética de las diferen-
cias, tomadas de manera positiva, entre todas las posibles parejas de rentas:

ZZ‘xi - xj‘
L B
n(n-1)
media aritmética, y llamandola diferencia media relativa.

. También relativiza esta medida, dividiéndola de nuevo por la

La curva de Lorenz, método grafico de mostrar la distribucién de la renta.
Sefiala que el area de Lorenz (area entre la curva y la linea de equidistribu-
cién) es una medida de desigualdad, y afiade que una notable relacion ha sido
encontrada entre esta medida y la anterior de Gini, remitiéndonos a Ricci
(1916), L’Indice di Variabilita. pp. 22-24, aunque opina la demostracion ha
sido dada previamente por el propio Gini.

! La desigualdad es cierta que disminuye por una serie de transferencias tales que cualquier transferencia
de A, el més rico, a B, el mas pobre, dejando alin a A mas rico o tan rico como B. Pero si alguna de las
transferencias hace a B mas rico que a A, es posible que los efectos de la serie de transferencias puedan
cancelarse y que la desigualdad quede igual que antes
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e Por ultimo, comenta que lo ha intentado con la medida de desigualdad de
rentas del profesor Pareto, “pero esta medida no puede ser testada, con refe-
rencia al principio de transferencia, ya que se basa en una supuesta ley, segun
la cual, si el total de la renta y el nUmero de receptores de renta son conocidos,
la distribucion se determina de forma unica.”

De todas estas medidas concluye:

1. La primera de ellas no satisface el principio de transferencia en la siguiente
circunstancia: si consideramos la distribucién de rentas dividida en dos pobla-
ciones separadas por la media, si se produce la transferencia entre dos indivi-
duos situados en el mismo lado de la media, tanto la desviacion media de la
media aritmética, como la desviacion media relativa, no se ven afectadas por
dicha transferencia. Para ilustrar el hecho Dalton escribe, “si las comodidades
adicionales para los millonarios se proporcionasen desde un impuesto sobre
aquellos cuyos ingresos estan por encima de la media, siempre que ninguno
de estos ultimos se redujese por debajo de la media por el impuesto”, esta
medida no se altera. Por tanto, esta primera medida no supera el test.

2. La desviacion tipica y, por tanto, el coeficiente de variacion, disminuyen si
se produce una transferencia de rico a pobre. Es, por tanto, sensible a este
principio. Dalton demuestra que, si S es la desviacion tipica de una distribu-
cién con nrentas, y S’ es la misma desviacion tipica, pero después que una
transferencia, de valor h, se ha producido desde una renta x, a unarenta X, ,

permaneciendo constantes el resto de las rentas, entonces se verifica
n*(S* —S'?) = 2h(x, — X,) — 2h*. De esta forma concluye que ambas desvia-
ciones tipicas permaneceran iguales si, y solosi, h=0 0 h=x —x, .

3. Para Dalton, la dispersion cuartil de Bowley es sensible a las transferencias
siempre y cuando éstas afecten a los cuartiles, provocando desplazamiento
de los mismos, pero no de otra manera. Por tanto, concluye, aunque es algo
sensible, lo es mucho menos que la desviacion tipica.

4. Respecto a la medida de desigualdad de Gini, sin mas comentario, Dalton
escribe que es una medida perfectamente sensible a las transferencias.

5. Y respecto de la curva de Lorenz, aunque la cita y destaca la relacion con la
medida de Gini ya comentada, Dalton no vio la relacién con el principio de
transferencias: que cuando a una distribucion A se puede llegar desde una dis-
tribucion B por una secuencia de transferencias que igualan y que preservan
medias, entonces la curva de Lorenz para A se encuentra dentro de la de B.

Tras este analisis Dalton opina que la aplicacion del principio de transferencias es limi-
tado: “Pero el alcance del principio de transferencia, como test de medidas de desigualdad,
es estrictamente limitado. Puede sdlo ser aplicado en algunos casos —y de ninguna manera
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a todos— en los que tanto la renta total como el nimero de receptores de renta son cons-
tantes, y la distribucion varia. No puede ser aplicado cuando, o bien la renta total o bien el
namero de receptores de renta, varia, o cuando ambos varian simultaneamente.”

Entonces manifiesta que han de establecerse otros principios con los que poder
testar las medidas clasicas de desigualdad ya comentadas en este apartado, pero en
circunstancias mas generales. En particular, Dalton establece otros tres principios
gue analizamos a continuacion.

5. OTROS TRES PRINCIPIOS PARA TESTAR MEDIDAS DE
DESIGUALDAD

El primero de estos tres es el efecto de un incremento o disminucion proporcional
de la renta de todos los individuos sobre la medida de desigualdad. Es lo que en
estadistica descriptiva llamamos cambio de escala. Pero Dalton insiste en un incre-
mento proporcional efectivo, no lo que seria cambiar de libras a chelines, por ejem-
plo. Comenta que se ha sugerido a veces que un incremento o disminucién propor-
cional no afecta a la desigualdad, pero, afiade él, si se acepta la definicion de
desigualdad como la ratio establecida al principio entre bienestares, entonces si se
veria afectada: un incremento proporcional haria disminuir la desigualdad y una re-
baja proporcional la aumentaria. Dalton manifiesta que la demostracion de este prin-
cipio a partir de la definicion de desigualdad por €l mismo establecida es complicada,
pero lleva a cabo tal demostracion para los dos casos de relaciones funcionales entre
bienestar y renta que introdujo al principio de su trabajo. Asi, en el primer caso, si
w=logx,ysi & fuese la desigualdad para una distribucién dada, tenemos

_logx,

o :
log x,

Supongamos que todas las rentas son multiplicadas por 6 ysea ¢ la desigualdad
de la nueva distribucion.
log & +log x,
log & +log X,
logd >0 , que es los mismo que decir si & >1 (0 sea, incremento proporcional).

Entonces, o' = y, dado que X, > X, tenemos que o>, si

Similarmente, 6 <" si € <1 (0 sea, disminucion proporcional).

log x,

g

Afiade que, si en lugar de usar ¢ = , e hubiese usado la posible simplifi-

cacion de 6 =—2, entonces no se veria afectada por esa variacion proporcional, por

X
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lo que esta ultima no es una simplificacion de la primera, sino que es otra medida
distinta y de inferior valia. Dalton afiade que la demostracién esta hecha para el caso
en que x representa la renta total del individuo. El entiende que si lo que representa
es la renta excedente a la subsistencia la relacién comentada se mantiene.

Una demostracién similar, con igual conclusion, es desarrollada para el segundo

1
casoenque w=C——.
X

Asi queda definido el primer principio de los tres que ahora esté afiadiendo. Dice
que, si éste se da como cierto, el segundo, que presenta a continuacion, seria un co-
rolario del primero. Se trata del caso de igual incremento absoluto de la renta o igual
decremento. En estadistica descriptiva seria aguello de efectuar un cambio de origen
positivo 0 negativo a la variable que representa la renta de todos los individuos. El
principio afirmaria que iguales incrementos absolutos de la renta deben hacer dismi-
nuir el valor de la medida de desigualdad, y al contrario cuando se producen iguales
sustracciones. Dalton opina que la demostracion de este principio para un caso ge-
neral de relacion entre bienestar y renta le resulta dificil, “aunque diversos escritores
han observado el principio tan obvio que ninguna demostracion han requerido”.
Afade que considerandolo como corolario del principio anterior la demostracién se-
ria facil, argumentando que “si dejamos que la renta adicional total implicada en 1as
adiciones proporcionales a todas las rentas sea redistribuida entre los receptores de
renta de tal manera que haga igual, en lugar de proporcionada, lo que se suma a cada
renta, entonces con la adicion el maximo bienestar econémico alcanzable es el
mismo en ambos casos. Pero con la adicion el bienestar econdmico realmente alcan-
zable es obviamente mayor, cuando las adiciones a las rentas son iguales que cuando
son proporcionales. Por tanto, la desigualdad es menor después de que iguales adi-
ciones han sido hechas que después de que hayan sido hechas adiciones proporcio-
nales, siendo la renta total adicional la misma en ambos casos.”

Por ultimo, el tercer principio Dalton propone para evaluar una medida de de-
sigualdad: principio de incrementos proporcionales de personas. Segin el mismo,
una desigualdad no se deberia ver afectada por incrementos proporcionales de po-
blacion, “pues el maximo bienestar econdmico alcanzable y el bienestar economico
realmente alcanzado se habrén incrementado en la misma proporcion y, por tanto, su
ratio quedara inalterada”.

El autor nos comenta que mediante simples operaciones matematicas ha logrado
testar los tres principios en las medidas de dispersion que ya habian sido testadas por
el principio de transferencias, y presenta una tabla resumen parecida a la que sigue:



74 HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA (VIII)

Tabla 1. Tabla resumen de los principios que cumplen las medidas de dispersién mas conocidas

Efecto de
Incrementos Incrementos
. roporcionales iguales de Incrementos
Sobre
de las rentas las rentas proporcionales
(cambio de escala (cambio de de las personas

mayor que 1) origen positivo)
Desviacion media absoluta Crece No cambia No cambia
Desviacion media relativa No cambia Disminuye No cambia
Desviacion estandar absoluta Crece No cambia No cambia
Desviacion estandar relativa No cambia Disminuye No cambia
Medida cuartil de Bowley No cambia Disminuye No cambia
Diferencia media absoluta Crece No cambia No cambia
Diferencia media relativa No cambia Disminuye No cambia

Asi pues, a modo de resumen Dalton escribe:

Las tres medidas absolutas de dispersion dan un conjunto de resultados idénticos,
y las cuatro medidas relativas otro. Ninguna de las siete medidas supera el test de
incrementos proporcionales de las rentas, pero las medidas relativas vienen mas a
hacerlo que las medidas absolutas. Las medidas relativas pasan la prueba de igual
incremento de la renta, pero las medidas absolutas no. Las siete medidas pasan la
prueba de incrementos proporcionales de personas. Por tanto, podemos eliminar las
tres medidas absolutas de mayor consideracion. En las relaciones entre las cuatro
medidas relativas, el orden de mérito establecido por referencia al principio de las
transferencias puede mantenerse, hasta el momento, sin cambios, a saber:

1y 2. Desviacidn estandar relativa y diferencia media relativa.
3. Medida cuartil de Bowley.
4. Desviacion media relativa.

6. LA MEDIDA DE DESIGUALDAD DE PARETO

La ultima parte de su articulo Dalton la dedica a la medida de desigualdad del pro-
fesor Pareto. Se plantea si son aplicables, a esta medida, algunos de los principios
establecidos. Nos informa que se trata de una medida de dispersion relativa que sélo

. o . A
es ajustable cuando la distribucion es aproximadamente de la forma y =—, donde
X

X es una renta cualquiera, y el nimero de rentas mayores que x, y A y a constantes
para cualquier distribuciéon dada, pero variables para diferentes distribuciones.?

2 En este punto Dalton cita a PARETO, Cours d’Economie Politique, |1, pp. 305 ff, y Manuel d’Economie
Politique, pp. 391 ff.
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Afiade que asumir esta formula para la distribucion de la renta, el profesor Bowley
ha demostrado,® es lo mismo que asumir que la media de todas las rentas mayores
gue x es proporcional a x. Dalton comenta que el profesor Pareto trata a a como
medida de desigualdad, en el sentido de que, a mayor a, mayor desigualdad. De ello
se deduce matemdaticamente que “ni un aumento de los ingresos minimos ni una dis-
minucién en la desigualdad de ingresos puede tener lugar, excepto cuando el incre-
mento total de ingresos es mas rapido que el de la poblacion.” En otras palabras, el
aumento de la produccion per cépita es tanto una condicion necesaria como sufi-
ciente para garantizar una disminucion de la desigualdad.

Nos comenta que la “uniformidad” en la distribucion que implica la ley hace que
sea imposible aplicar el principio de las transferencias, ni tampoco el principio de
iguales incrementos en la renta. Dalton afiade: “Se ha sugerido® que esta medida,
donde es aplicable, estard de acuerdo en general con otras medidas plausibles de
dispersién. Pero, a la vista de las investigaciones de los economistas italianos, esto
es muy dudoso.® Parece en general mas probable, aunque la cuestion requiere mas
estudio, que, con el fin de ponerla en general de acuerdo con otras medidas, la me-
dida de Pareto debe ser invertida, de modo que, a mayor a, desigualdad mas pequefa.
Pero tal inversion chocara con las supuestas armonias econémicas del profesor Pa-
reto, y que, de acuerdo con su ley, jel aumento de la produccidn per capita siempre
significa aumento de la desigualdad!”.

A continuacion, Dalton nos recuerda una propuesta de Gini,” que segun la cual
muchas distribuciones reales de los ingresos se aproximan por la férmula

nzés"', o bien, logn=2Jlogs—logc,

donde s es la renta total de los n receptores de renta mas ricosy & y ¢ son constantes
para una distribucion dada. Gini propone & como medida de desigualdad, o “indice
de concentracion” como prefiere llamarlo, tal que, a mayor &, mayor desigualdad.

. a . . .
Dalton opina que ¢ = 1 es una variante mas conveniente que la del profesor Pa-

reto, tal que, cuando a disminuye desde cualquier cantidad mayor que uno a uno, &
crece hasta el infinito.

3 Aqui cita a BowLEY, Measurement of Social Phenomena, p. 106.

4 De nuevo cita a PARETO, Cours d’Economie Politique, |1, pp. 320-1.

5 Aqui cita a Picou, Wealth and Welfare, pp. 25y 72.

6 Aqui cita a todos estos textos: BRESCIANI, Giornale degli Economisti, agosto de 1905, pp. 117-8, y enero
de 1907, pp. 27-8. Riccl, L’Indice di Variabilita, pp. 43-6, GINI, Variabilita p. 65 y pp. 70-1. Compare
también Persons, Quarterly Journal of Economics, 1908-9, pp. 420-1, y BeNiNI, Principii di Statistica
Metodologica, p. 187. El profesor Benini invierte la medida del profesor Pareto, pero al parecer sin darse
cuenta de que lo ha hecho.

7 Aqui cita a GINI, Variabilita, pp. 72 ff.



76 HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA (VIII)

Ademas, la ecuacion logn =dlogs—logc es facilmente transformada en la de una

curva de Lorenz. Pues, si N es el nimero total de receptores de renta 'y S es la renta
total, escribimos la expresion de arriba para estos totales: logN =&logS —logc, y

. - n s
restando a la de arriba esta ultima log N olog 5

Poniendo n_y y S X , tenemos la ecuacién de una curva de Lorenz,
N 100 ° S 100
)
|Ogl—§|og_ L:(ij .
100 100 100 {100

El area encerrada entre esta curva de Lorenz y la linea de equidistribucion es

1 x=100 100 5

2(100 j yolx—2 (100)* j1oo G

= (100)* (%—5%1)

Asi, mayor & implica mayor el area por encima, y mayor la diferencia media
relativa (la de Gini).% Esto lleva a Dalton a la reflexion de que es posible creer que
el reciproco de la medida adoptada por el profesor Pareto, es una mera variante de la
diferencia media relativa, para el caso particular en que la distribucién esta aproxi-
madamente de acuerdo con la ley de Pareto. Por tanto, la medida de desigualdad de
Pareto no tendria ningun significado, y, en el caso mas general, cuando la distribu-
cién se aparta considerablemente de la ley de Pareto, la medida, por supuesto, no
tiene importancia alguna.

dx

7. MEJORAR LA INFORMACION ESTADISTICA

Dalton termina su articulo con un alegato en favor de la mejora de la informacion
estadistica (estamos hablando de 1920): “la principal necesidad practica es la mejora
de informacion estadistica existente, especialmente en lo que se refiere a los ingresos
mas pequefios”, y aflade, “This paper may be compared to an essay in a few of the
principles of brickmaking. But, until a greater abundance of straw is forthcoming,
these principles cannot be put to the test of practice.”

8 Aqui nos dice que este indice & ha sido usado por varios escritores italianos en investigaciones sobre
distribuciones de renta. Ver, por ejemplo, Savorgnan, La Distribuzione dei Redditi nelle Provincie e nelle
Grandi Citta dell? Austria, y Porru, La Concentrazione della Ricchezza nelle Diverse Regioni d 'Italia.
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Teniendo en cuenta sus dudas sobre la perfeccion de las estadisticas que disponia,
reflexiona sobre el empleo de las cuatro medidas de dispersién que acabo clasifi-
cando en orden de preferencia, y que hemos presentado al final del punto 6, para el
caso de estadisticas imperfectas.

Asi, para esas cuatro medidas que figuran en orden de mérito, este orden se basa
en las ventajas tedricas. Pero también debe tenerse en cuenta la aplicabilidad préc-
tica. Tanto la desviacion media relativa y como la medida cuartil son mas facilmente
aplicable que cualquiera de sus dos rivales a estadisticas perfectas, y aplicable, con
menos riesgo de error grave, a las estadisticas imperfectas. Por lo que respecta a
estadisticas perfectas, o casi perfectas, la ventaja del primer par sobre el segundo
tiene que ver con la laboriosidad y no con la precision, y no es, por lo tanto, un asunto
de gran importancia. Pero, en cuanto a las estadisticas notablemente imperfectas,
tales como las que son realmente disponibles, la ventaja tiene que ver con la preci-
sion, asi como con la laboriosidad y es, por lo tanto, vital.

La conclusion provisional que Dalton sugiere, es como sigue. Cuando las esta-
disticas son tan imperfectas, que ni la desviacion estandar relativa ni la diferencia
media relativa se pueden aplicar con expectativa de una precision razonable, debe-
mos usar la desviacion media relativa y la medida cuartil. Con esto algo se palia la
insensibilidad de estas ultimas al principio de transferencia. Si, entonces, ambas dan
el mismo resultado en cualquier comparacion en particular, su evidencia es hasta
cierto punto de corroboracion.

Si las estadisticas estan tan mejoradas que la desviacion estandar relativa y la
diferencia media relativa son aplicables, estas son preferibles a las dos medidas que
acabamos de mencionar. Si solo se usa una medida, la diferencia media relativa es,
quizas, ligeramente preferible, debido a la conveniencia gréfica de la curva de Lo-
renz. Probablemente, sin embargo, sera deseable, al menos durante algin tiempo, no
confiar en la evidencia de una Unica medida, sino de la corroboracion de varias.

Por ultimo, dadas estadisticas perfectas, o casi perfectas, vale la pena considerar

Xa

. . - .o
si la corroboracion no puede también ser buscada desde la medida

, aplican-
g

dola, en aras de la simplicidad, a la renta total, y no a la renta que excede al minimo

de subsistencia. Pues esta medida supera nuestro test de incrementos proporcionales

de la renta, que ninguna de las otras cuatro lo hacen. En los casos mas practicos, sin

duda, estas cinco medidas daran resultados que apuntan en la misma direccion, pero

en algunos casos pueden no hacerlo.

8. CONCLUSION

En su articulo, Dalton considera la renta no como tal, sino como el determinante del
bienestar individual y, por tanto, se centra en cuestiones relacionadas con este asunto.
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El no discute sobre la medicion de la desigualdad en general (una importante ruptura
con la tradicion de escritores anteriores, en particular en la extensa literatura italiana
que ¢l mismo cita en su trabajo). Adoptando esta perspectiva especifica “instrumen-
tal”, fue capaz de penetrar mucho mas alla y relacionar la eleccion de las medidas de
desigualdad con la subyacente preocupacion por el bienestar social.

Dalton observa el bienestar social a través de ojos resueltamente utilitarios, como
en Wealth and Welfare (Riqueza y Bienestar) de Pigou (1912), quien habia introdu-
cido un concepto clave que subyace en gran parte del articulo de Dalton: el principio
de transferencias (hoy dia, principio de transferencia de Pigou-Dalton). Una
transferencia que preserva la renta media, de una persona mas rica a una persona mas
pobre, o lo que ha llegado a ser conocido como una transferencia de Pigou-Dalton,
“debe incrementar la satisfaccion total” (Pigou, 1912, p.24). Es importante destacar
gue, se asume aqui que el bienestar es una funcidén no decreciente, concava de la
renta, idéntica para todas las personas. Aunque no se indica en estos términos, hay
una equivalencia entre la afirmacion de que a la distribucién A se puede llegar desde
la distribucién B mediante una secuencia de transferencias que preservan la media y
la afirmacion de que la distribucion de A tiene un nivel mas alto que B respecto de
la suma de bienestares individuales.

De alguna forma, Dalton invita a los cientificos sociales a reflexionar sobre el
sentido de bienestar y su relacién con las medidas de desigualdad utilizadas para
estudiar la distribucion de la renta. Tras casi un siglo desde su publicacion la teoria
de la medicidn de la desigualdad sigue atrayendo mucha atencion. De hecho, el le-
gado perdurable de Dalton es la exhortacion a pensar seriamente en las implicaciones
de nuestras herramientas de medicion, especialmente en un campo en el que la eva-
luacion de las diferencias objetivas esta intrinsecamente entrelazada con nuestros
puntos de vista normativos. El enfoque de Sen (1975), por ejemplo de distinguir
entre medidas objetivas y normativas, va en ese sentido.
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1. INTRODUCCION

Sir Anthony Barnes “Tony” Atkinson (nacido el 4 de septiembre 1944), es un esta-
distico y economista britanico conocido en la literatura por su indice de desigualdad
en el reparto de una riqueza, el indice de Atkinson, muy empleado y citado desde
gue se publico por primera vez en 1970.

Desde los inicios de sus investigaciones el profesor Atkinson ha estado particu-
larmente preocupado por las cuestiones de la justicia social y el disefio de las politi-
cas publicas. Ha escrito sobre economia desde la década de los 60. Su primer libro
publicado fue sobre la pobreza en Gran Bretafia y su segundo sobre la distribucion
desigual de lariqueza. Actualmente se encuentra trabajando sobre los “ingresos top”,
contribuyendo a la World Top Incomes Database, y sobre el seguimiento de la cre-
ciente desigualdad en el mundo.

En 1970, Atkinson publicé un trabajo titulado “On the measurement of inequa-
lity” (Journal of Economic Theory, 2 (3), pp. 244-263) y en el mismo aparece por
primera vez el conocido desde entonces como “indice de desigualdad de Atkinson”,
uno de los més frecuentes en la literatura sobre desigualdad. Dentro de la clasifica-
cion en dos grupos de este tipo de medidas, medidas positivas, que no emplean de
manera explicita concepto alguno de bienestar, y medidas normativas, las que de
manera explicita emplean el bienestar social en su definicion, e intentan medir la

79
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pérdida que se produce de dicho bienestar por darse una distribucion desigual, este
indice de Atkinson se sitla en el segundo grupo. Amartya Sen (1978), galardonado
con el Premio Nobel de Economia en 1998 por sus aportaciones a la economia del
bienestar, lo clasifica de esta forma en su texto sobre la desigualdad econémica pu-
blicado en espafiol en 1978. Eso implica que en la construccion del indice va impli-
cita la existencia de una funcién de bienestar social que refleja de manera manifiesta
los juicios de valor acerca de la relacion entre desigualdad y bienestar.

En realidad, en lugar de hablar de un indice de Atkinson podriamos hablar de una
“familia de indices normativos de Atkinson”, dado que la definicién del propio in-
dice depende del valor de un parametro que el investigador interesado establece v,
en virtud del cual, se calcula el citado indice.

El objetivo de nuestro trabajo es el de intentar describir el articulo original donde
se publico el indice de Atkinson.

2. LA INTRODUCCION DEL TRABAJO

El trabajo fue publicado en el Journal of Economic Theory, en 1970, como se ha dicho.
El mismo comienza con una introduccion en la que el autor sefiala en primer lugar sus
motivaciones para abordar este trabajo, indicando que sobre las medidas de desigual-
dad conocidas y usadas hasta ese momento se ha prestado poca atencién a “los proble-
mas conceptuales involucrados en la medicion de la desigualdad™ y que, entonces, ha
habido “pocas contribuciones a los fundamentos tedricos de la cuestiéon”.

El autor nos dice que, en los enfoques convencionales de la mayoria de los trabajos
empiricos conocidos hasta el momento, se considera algin estadistico que resume la de-
sigualdad (como la varianza, el coeficiente de variacién o el indice de Gini), sin dar ra-
zones especificas para considerar un indicador u otro. Recuerda que Dalton (1920) en su
pionero trabajo ya avisaba que lo que subyace en cualquiera de esas medidas es un con-
cepto de “bienestar social”, y piensa que es de ese concepto del que debemos ocuparnos.
Entonces, establece una funcion U (y) que seria la que mide el bienestar social asociado
a una renta “y “, la cual es una variable cuya funcién de densidad se representa por

f (). Suponeque U (y) escrecientey concava (U'(y)>0; U"(y)<0),locual “no
limita mucho el problema”, y propone usar la expresion

w={"U(y)f(y)dy

(W, bienestar social de una sociedad, que supone simétrica y aditivamente separa-
ble respecto a los ingresos individuales) para clasificar las distribuciones de renta
(siendo ¥ el valor maximo de esa distribucion, la renta maxima, segin la notacion
de Atkinson). Observamos que W es una esperanza matematica de la funcion U (y)
bajo la distribucion f (y) , 0 sea, una media de los bienestares sociales asociados de
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cada uno de los individuos que forman parte del colectivo y cuyas rentas “y” les
proporciona dicho bienestar.

Distingue dos objetivos a la hora de comparar distribuciones: (1) poder establecer una
ordenacion de las distribuciones de las rentas (desde la mas desigual a la mas igualitaria, o
viceversa), y (2), poder cuantificar la diferencia en la desigualdad entre dos distribuciones.
Opina gue las medidas convencionales conocidas hasta ese momento estan mas volcadas
en alcanzar el segundo objetivo, pero cree que para un economista “es mas natural comen-
zar por considerar el problema de obtener el ranking de distribuciones, ya que esto puede
requerir menos acuerdo sobre la forma de la funcion de bienestar social”.

3. ORDENACION DE DISTRIBUCIONES

Bajo el supuesto ya establecido para U (y) (funcion continuamente diferenciable dos
veces, creciente y concava), se plantea como clasificar dos distribuciones sin tener que
dar mas detalles sobre dicha funcion. Para dar respuesta recurre a trabajos publicados
recientemente sobre toma de decisiones en ambiente de incertidumbre. De esta forma,
compara U (y) con una funcion de utilidad y, asi, establece que ordenar distribuciones
segun el criterio de W es lo mismo que ordenarlas segun la utilidad esperada. Afiade
que el supuesto de concavidad establecido para dicha funcion coincide con el supuesto
de “aversidn al riesgo” en un problema de toma de decisiones bajo incertidumbre. En
este contexto comenta que hay una serie de autores que recientemente han demostrado
el siguiente resultado (en particular cita a Hadar y Russell, 1969):

Unadistribucion f () sera preferida a otra distribucion f*(y) segun el criterio de W

para cualquier U (y) (U’>0, U"<0) siy solosi,

IO[F(y)—F*(y)] dy<Oparatodoz, 0<z<y

F(y)=F*(y) paraalginy,

donde F(y)= on f (x)dx (funcion de distribucion de la renta y).

De esta forma se encuentra con un procedimiento para ordenar distribuciones,
pero entiende que es dificil de interpretar, salvo que se utilice la curva de Lorenz
(indica que esa interpretacion ha pasado por alto hasta ahora). Supone en un principio
que se comparan dos distribuciones con la misma media (seria el caso de comparar
una distribucién antes y después de llevar a cabo una redistribucion del total dado).
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Dicha media la representa por . Entonces, nos da la definicion de la curva de Lo-
renz como la definida implicitamente por estas dos funciones:

0

1 1 1
¢(F(y1))=zjoyy-f(y)dy, F(y)=]."f(y)dy.
A continuacion, efectlia la primera integral por partes, obteniendo

#¢[F(y1):|: y1[F(y1):|_joyl F(y)dy.

Asi, si se compara la curva de Lorenz de dos distribuciones, f(y)y f*(y) en

unpunto F =F(y,) =F *(y;*), entonces
W[0(F)=6 (F))-Luw I [ Ry =[, F (e |
[ FO)-F )| [Py~ (o -3 )F ()|

Aplica el primer teorema del valor medio para justificar que el término entre cor-
chete es positivo, y el primer sumando, segun la condicion del recuadro de arriba, es
negativo, pero al tener un signo menos delante también es positivo. En definitiva, si
nos fijamos en el primer término de la secuencia de igualdades anteriores, podemos
decir que ,u[¢(|f)—¢*(lfﬂ =pu-¢(F)—p-¢*(F)=0, 0 sea, la curva de Lorenz
correspondiente a f (y) estara siempre por encima de la correspondiente a f *(y).
A continuacién, demuestra la implicacién en sentido contrario: si la curva de Lorenz
de f(y) se encuentra por encima de la de f *(y) para cualquier F entonces la
condicioén del recuadro sera satisfecha. Ahora bien, tanto en una implicacion como
en la contraria, esta la exigencia de que no se corten las dos curvas de Lorenz.

De esta forma, Atkinson encuentra un instrumento cercano a las medidas de de-
sigualdad, la curva de Lorenz, que le permite ordenar dos distribuciones con la
misma media para una funcion de bienestar social U (y) muy genérica. Asi, escribe:
Podemos deducir que, si las curvas de Lorenz de dos distribuciones no se cortan,
entonces podemos juzgar entre ellos sin necesidad de ponerse de acuerdo sobre la
forma de U (y) (excepto que sea creciente y concava); pero que, si cruzan, siempre
podemos encontrar dos funciones que se ubicaran de manera diferente.

Ahora considera dos distribuciones con diferente media y comenta esta doble im-
plicacion:

Si se cumple la condicion del recuadro, entonces g > ™.

Si u>p* ylacurva de Lorenz de f(y) se encuentra por encima de la de
f *(y)entonces la condicion del recuadro se cumple.
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En este contexto surge la idea de poder pasar mediante “transferencias” de una
distribucion f *(y) a una distribucion f (). Recuerda el principio de transferen-
cia de Dalton (1920): Si realizamos una transferencia de ingresos d de una persona
con y, ingresos a una persona con ingresos menores Yy, (donde y, <y, —d ), enton-
ces, la nueva distribucidn sera preferida (su curva de Lorenz estara por encima de la
gue corresponde a la distribucion inicial). Entonces cita a los autores Rothschild y
Stiglitz! para indicar que, en un contexto de toma de decisiones bajo incertidumbre,
los mismos han demostrado que la condicion ya citada del recuadro es equivalente a
decir que f *(y) podria alcanzar f (y) para cualquier grado deseado de aproxima-
cién con una secuencia de transferencias de ricos a pobres como la citada arriba. Por
tanto, consigue una interpretacidn alternativa de la condicién del recuadro: Una con-
dicion necesaria y suficiente para que seamos capaces de clasificar dos distribucio-
nes de forma independiente de la funcién de utilidad (aparte de que sea creciente y
céncava) es que se puede obtener una a partir de la otra por redistribucion de los
ingresos de los més ricos a los més pobres.

Luego nuestro autor afiade: Que la concavidad de U (y) sea suficiente para ga-
rantizar que el principio de transferencia se cumpla no es nada sorprendente; sin
embargo, no es tan obvio que ésta sea la clase mas amplia de distribuciones que se
puede clasificar sin ninguna restriccion adicional sobre la forma de U (y)

4. ORDENACION COMPLETA Y RENTA EQUIVALENTE IGUALMENTE
DISTRIBUIDA

En este punto, Atkinson es consciente de que se necesita especificar con mayor pre-
cision U (y) para poder efectuar con garantias una ordenacion de cualesquiera dis-

tribuciones dadas de la renta. Recurre de nuevo a Dalton (1920) para recordar que
este autor sugiere usar como medida de desigualdad la ratio entre el nivel actual de
bienestar social y el que se conseguiria si los ingresos estuviesen igualmente distri-

buidos?: J,U ()T (y)dy
U (u)

formaciones lineales de U (y) Asi, por ejemplo, si la funcién de bienestar social es

. Pero critica esta medida por no ser invariante ante trans-

logaritmica, U (y)=logy, y si a la variable ingresos le efectuamos un cambio de
escala, y'=a-y, entonces U(y')=log(a-y)=logy+loga=logy+c,y la medida

! Cuya referencia bibliografica es M. RoTHsCHILD and J. E. STIGLITZ, “Increasing Risk: A Definition
and its Economic Consequences”, Cowles Foundation Discussion Paper, 275, May 27, 1969, a la que
no hemos tenido acceso.

2 Realmente, Dalton propuso su medida como la inversa de la que comenta Atkinson: ratio entre el maximo
bienestar posible, si las rentas fuesen iguales, y el bienestar social actual.
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.[ylog(y)f(y)dy+c

0
log(u)+c
pende de c. Por esta razdn, Atkinson opina que esta medida no es muy Util.

propuesta por Dalton quedaria , cociente que claramente de-

Entonces, nuestro autor se plantea crear una medida que sea invariante ante trans-
formaciones lineales. Para ello introduce el concepto de “nivel de renta equivalente
distribuido igualmente” (es nuestra traduccion de “equally distributed equivalent le-
vel of income™), que lo representa por Yy, y que lo define como “el nivel de renta
per capita tal que si fuese el mismo para todos los individuos proporcionaria el
mismo nivel de bienestar que la distribucion actual. Esa definicion lleva a la si-

guiente igualdad: U (yEDE)J'OV f (y)dyzjoyu (y) f(y)dy . Asi, una vez calculado

Yeoe » SU propuesta de medida de desigualdad es:

I :1_ yEDE .
yz4

donde 0<1 <1, tomando el valor 0 cuando hay una igualdad total, y el valor 1 para
una desigualdad total. La disminucién del valor de este indicador implica que la dis-
tribucion de renta se hace mas igualitaria, pues u se acercaa Y. (la media real se
aproxima al nivel de renta distribuido igualmente equivalente). Lo atractivo de esta
medida para su autor es lo intuitiva que resulta. Asi, si | =0,3, por ejemplo, diriamos
que si la distribucion de los ingresos fuese igualitaria s6lo necesitariamos un 70%
del ingreso total actual para alcanzar el mismo nivel de bienestar social que el que
proporciona esa distribucion del ingreso actual. Con esto se facilita la comparacion
del beneficio que se deriva de una redistribucién de renta con los costos que ello
acarrea (como el efecto desincentivador de la carga fiscal), y con los beneficios de
otras medidas econdémicas alternativas.

El autor deja claro que su medida definida por y.,. coincide con el “equivalente

cierto” en el contexto de toma de decisiones bajo incertidumbre, y que su indice | es
igual a la prima de riesgo proporcional introducida por Pratt en un trabajo publicado
en 19643. Por tanto, una vez mas, Atkinson acude a la teoria de toma de decisiones
bajo incertidumbre para avanzar en sus propuestas.

A continuacion, se plantea la necesidad de que la medida sea invariante ante cam-
bios proporcionales de la renta. O sea, si la distribucién de los ingresos de un pais A
es la misma que la de un pais B, salvo un cambio de escala, 0 sea, si f,(y)= f;(0y)
, entonces ambas distribuciones deben estar caracterizadas por el mismo grado de

3 La prima de riesgo proporcional se define como la cantidad de tal manera que a una persona con riqueza
inicial W le seria indiferente entre aceptar un riesgo Wz (donde z es una variable aleatoria) y la recepcion
de la cantidad no aleatoria E(Wz)-Wz . Enel casoactual, W =u y z=(y—u)/u.
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desigualdad calculado por el indice I. Bajo esta condicion, acude de nuevo al resul-
tado de Pratt (1964) para establecer que ese requisito (que €l define como aversion
constante (relativa) a la desigualdad) implica que U (y)tiene la forma

yl—g
U(y)=A+ Bl—g e#1

U(y)=log.(y), e=1

donde requerimos & >0 para la concavidad. Por otra parte, afiade, es razonable exi-
gir que la funcidn de bienestar social presente aversion al incremento relativo de la
desigualdad, refiriéndose en este caso al efecto de adiciones proporcionales a los
ingresos, aungue también se podria considerar el caso de iguales adiciones absolutas
sobre la medida de desigualdad (todo esto en paralelo a la aversién al riesgo en am-
biente bajo incertidumbre).

5. MEDIDAS ESPECIFICAS DE DESIGUALDAD

En este apartado, Atkinson analiza las que él considera como medidas especificas de
desigualdad convencionales. En particular, se centra en:

(a) la varianza, V?,

(b) el coeficiente de variacién, V/u,

(c) la desviacion media relativa, J'Ov|y//¢—]1f (y)dy,
(d) el coeficiente de Gini, I/ZyIOy[yF(y)—y(,zﬁ(y)]f (y)dy,y

. 2
(e) la desviacion estandar de los logaritmos, _[Oy[log(y/,u)] f(y)dy.

Sefiala que, si tenemos en cuenta distribuciones con la misma media y aplicamos
una de las cuatro primeras medidas, con ellas tenemos la garantia de llegar a una
misma clasificacion de distribuciones que con una funcidn de bienestar social con-
cava arbitraria siempre que ésta cumpla las condiciones establecidas inicialmente en
el recuadro. Ahora bien, afiade que si dichas condiciones no se cumplen siempre es
posible encontrar una funcion U (y) de manera que clasifique en mejor lugar a una
distribucidn que a su vez tenga el mayor indice de Gini. Por tanto, concluye que con
estas medidas se conseguird la misma ordenacion de distribuciones si se cumple la
condicion del recuadro, pero que si no se cumple tal condicion puede haber resulta-
dos conflictivos.
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Comenta que gran parte de la literatura temprana se preocupa por el problema de
elegir entre esas diferentes medidas y para ello se usan propiedades asociadas como
facilidad de calculo, facilidad de interpretacion, rango de variacidn, y si se requiere
informacidn sobre toda la distribucion. Sin embargo, sefiala el autor, la cuestién cen-
tral debe ser la forma de la funcion de bienestar social que esta implicita en la elec-
cion de una medida particular y, por tanto, se centra en esta cuestion.

Observa que todas las medidas citadas, salvo la primera, estan relativizadas por
la media por lo que las mismas no se ven afectadas si se producen iguales aumentos
proporcionales en todos los niveles de renta. En el caso de la varianza, dice que,
segun lateoria de decision bajo incertidumbre, la clasificacion de distribuciones bajo
esta medida es equivalente al supuesto de que la funcion U (y) es cuadratica, y que
esto a su vez implica una aversion creciente a la desigualdad absoluta y relativa. El
crecimiento de la aversion a la desigualdad relativa puede ser una propiedad bastante
aceptable de una medida de desigualdad, segln nuestro autor. En cambio, la cre-
ciente aversién a la desigualdad absoluta puede ser menos razonable, pues eso sig-
nifica que iguales incrementos absolutos para todos los ingresos producen que el
ingreso equivalente igualmente distribuido aumente, pero en menos cantidad.

A continuacion, Atkinson analiza de manera conjunta las otras cuatro medidas,
al estilo de cémo Dalton lo hizo 50 afios antes, y usando la propiedad conocida hoy
dia como principio de Pigou-Dalton, que tras ser comentada por el propio Dalton en
su articulo de 1920, al parecer, “qued6 descuidada desde entonces”: si hacemos una
transferencia estrictamente positiva de una persona mas rica a una persona pobre,
esto deberia conducir a una reduccion estrictamente positiva en el indice de de-
sigualdad (y no simplemente dejarlo sin cambios). Nos dice que, si aceptamos este
requisito, lo que parece bastante razonable, tenemos motivos para rechazar aquellas
medidas gque no sean estrictamente concavas, y cita la desviacion media relativa y el
rango intercuartilico. Asi, la desviacion media relativa no se ve afectada por transfe-
rencias entre personas que se encuentran en el mismo lado de la media.

Las otras medidas citadas al principio, el coeficiente de variacion, el indice de
Gini, y la desviacion estandar de los logaritmos, son sensibles a las transferencias en
cualquier nivel de los ingresos. Ahora bien, habria que analizar el nivel de sensibili-
dad de cada una de ellas segun los diferentes niveles de ingresos. Para este analisis
nuestro autor comenta que en el caso del coeficiente de variacion el efecto de una
transferencia es independiente del nivel de ingresos en el que se ha hecho. Si, por lo
tanto, se quiere dar mas peso a las transferencias en el extremo inferior de la distri-
bucion que en la parte superior, esta medida no es apropiada. Para la desviacion es-
tandar de los logaritmos, V' =[log(y/)]/(y/), nos dice que da mas peso a las
transferencias en el extremo inferior, y también, por supuesto, la misma deja de ser
concava en los niveles altos de renta. Finalmente, en el caso del indice de Gini el
efecto de una transferencia infinitesimal h puede demostrarse que es proporcional a

F(y,)—F(y,—h).
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Sus comentarios sobre estas medidas los resume de la siguiente forma:

(a) El uso de la varianza implica una creciente aversion a la desigualdad; todas
las demas medidas implican aversion constante a la desigualdad (relativa);

(b) La desviacion media relativa no es estrictamente concava y no es sensible a
las transferencias en el mismo lado de la media;

(c) El coeficiente de variacion concede la misma importancia a las transferencias
en diferentes niveles de la renta, el coeficiente de Gini atribuye mas peso a las trans-
ferencias que afecten a las clases con ingresos medios (“no esta claro que eso sea
socialmente aceptable”, afiade el autor) y la desviacién estandar de los logaritmos da
mas peso a las transferencias en el extremo inferior de la distribucion.

6. EL ENFOQUE DE LA FUNCION DE BIENESTAR SOCIAL

Una vez analizadas las medidas que nuestro autor consideraba mas relevantes, plan-
tea que le parece razonable centrarse en la cuestion de crear una funcion de bienestar
social de manera directa, y no a través del analisis de las implicadas en las medidas
citadas. Comenta que si bien es indudable que hay una amplia variedad de desacuer-
dos sobre la forma en la que la funcion de bienestar social se debe tomar, el enfoque
directo nos permite rechazar de una vez a aquellos que no atraen partidarios.

Volviendo a la expresion establecida al principio, W =I07U (y)f(y)dy, como

la que determina la funcion de bienestar social (esto significa que es simétrica y adi-
tivamente separable en rentas individuales y teniendo en cuenta que buscamos una
medida que sea invariante con respecto a los cambios proporcionales, y que tenga la

l-¢
y
U =A+B #1 .
(y) l-¢ & , entonces, sefiala nuestro

U(y)=log.(y), e=1
autor, en el caso de distribuciones discretas la medida que se propone es (calculando
Yeoe Usando esa expresion y haciendo un calculo discreto de la esperanza) :

forma ya dada anteriormente,

y 1-¢ ]/(1*5)
| =1- 2 f(y,

23] oo

Medida que ha pasado a la historia como Indice de Desigualdad de Atkinson.

Ese indice es para una distribucion teérica, dada por f ( y) . Para una muestra dada,
en la que se sustituye la funcién de probabilidad f (y) por la frecuencia relativa f,,
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tenemos la siguiente expresion para el indice (donde para el caso ¢ =1 se ha obtenido
tomando limite en la primera expresion y aplicando la Regla de 1’Hopital):

1

l-¢ |1-¢
1-| >0 f, (Lj para &#1
u

| = !
fi
1—H[£) para =1
i \H

En este caso, el problema se reduce al de elegir & que es claramente una medida
del grado de aversion a la desigualdad o de sensibilidad relativa a las transferencias a
diferentes niveles de ingresos. A medida que aumenta &, damos mas importancia a las
transferencias en el extremo inferior de la distribucion y menos peso a las transferen-
cias en la parte superior. El caso limite en un extremo es, que da lugar a la funcion que
solo tiene en cuenta las transferencias al grupo de ingresos muy bajo (y por lo tanto no
es estrictamente concava); en el otro extremo tenemos, que da la funcién de utilidad
lineal que clasifica distribuciones Unicamente en funcion de la rentas totales.*

7. UNA ILUSTRACION

Para ilustrar su trabajo Atkinson considera los datos recogidos por Kuznetz (1963)
donde se muestra la distribucidn de la renta de siete paises avanzados y cinco en vias
de desarrollo, en aquel momento. Explica que esos datos han sido utilizados para
intervenir en la controversia sobre si hay mas desigualdad o no en la renta de los
paises en vias de desarrollo. Advierte que los calculos que va a desarrollar son s6lo
a nivel ilustrativo, pues “son bien reconocidas las deficiencias de las cifras”, por lo
gue no se debe extraer conclusiones definitivas.

Para llevar a cabo su objetivo propone en primer lugar analizar las curvas de Lo-
renz de los 12 paises y efectuar comparaciones por parejas de dichas curvas, con
objeto de ordenar distribuciones. Informa que en s6lo 16 de las 66 comparaciones
posibles las curvas no se cruzan y en esos casos podemos llegar a una ordenacion sin
especificar la forma de la funcion social de bienestar. Es sélo una cuarta parte de los
casos. Por ello, comenta nuestro autor, Kuznetz ha concluido que la aplicacion de
las medidas resumen convencionales lleva a resultados conflictivos.

Entonces, presenta una tabla resumen usando tres de las medidas convencionales,
el Indice de Gini, la desviacion estandar de los logaritmos, y el coeficiente de varia-
cion, y comienza a sefialar las discrepancias que surgen: por ejemplo, India aparece

4 Cabe sefialar que la medida es facilmente descomponible si se desea medir la contribucion de la desigual-
dad dentro y la desigualdad entre los subgrupos de la poblacion.
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como mas desigual que Alemania Occidental segln el coeficiente de variacion, me-
nos desigual segun la desviacion estandar de los logaritmos de las rentas, y se clasi-
fican por igual si se considera el indice de Gini. De hecho, las tres medidas coinciden
en su ordenacion en sélo 40 de las 66 posibles comparaciones, a las que substrayendo
aquellas en las que las curvas de Lorenz no se cortan, concluye que en no mas de la
mitad de los casos dudosos se producen acuerdos de ordenacion entre las tres medi-
das. Eso hace que ninguna conclusion clara se pueda extraer con respecto a la com-
paracion del grado de desigualdad entre paises desarrollados y en via de desarrollo.
Asi, el Indice de Gini y el coeficiente de variacion sugieren que la renta es mas de-
sigualmente distribuida en paises desarrollados, pero esto no se ve confirmado por
la desviacion estandar de los logaritmos.

A la tabla, Atkinson le afiade tres columnas donde calcula su propio indice para
diferentes valores de. Entonces, se fija en algunos casos concretos: para el valor de su
indice en Estados Unidos es 0,34. En otras palabras, si la renta estuviese igualmente
distribuida, el mismo nivel de bienestar social se alcanzaria con s6lo dos terceras partes
del ingreso total (que a nivel de estado es una cifra impresionante). Afiade que para
otros paises las cifras son ain menores. Por ejemplo, el caso de México se conseguiria
con sélo la mitad. Sefiala que es importante examinar la sensibilidad de la medida ante
cambios de. El rango de variacion es considerable, pero | es menos sensible de lo que
se podria haber esperado en un principio; por ejemplo, si acordamos que & debe estar
entre 1,5y 2,0, entonces | estara entre 0,42 y 0,34. También es interesante notar que
los beneficios potenciales de la redistribucion son considerables en la mayor parte:
para son mas del 5% de la renta nacional y para, que son mas de 20%.

En cuanto a la clasificacidn relativa de los diferentes paises, podemos sefialar en
primer lugar que la tltima columna () da una clasificacion idéntica a la de la desvia-
cion estandar de los logaritmos, pero que es muy diferente a la propuesta por el indice
de Gini y el coeficiente de variacion. De las 50 comparaciones por pareja, donde las
curvas de Lorenz se cruzan, el indice de Atkinson con no coincide con el coeficiente
de Gini en 17 casos y con el coeficiente de variacion en no menos de 26 casos. Si
tomamos, lo que implica un menor grado de aversion a la desigualdad, la ordenacion
esta mas cerca de la del indice de Gini (s6lo en cinco casos seria diferente), pero
sigue siendo bastante diferente de la del coeficiente de variacion (14 desacuerdos).

Se desprende de este ejemplo que dos de las medidas convencionales (el indice de
Gini y el coeficiente de variacion) tienden a dar clasificaciones que son similares a las
alcanzados con el indice de Atkinson con un grado relativamente bajo de aversion a la
desigualdad (del orden de 1,0 0 menos). Esto concuerda con el analisis de estas medi-
das en la seccion anterior. También parece que las conclusiones sobre el grado relativo
de desigualdad en los paises avanzados y en desarrollo depende del grado de aversion
a la desigualdad. Esté claro por qué esto ocurre. La distribucion del ingreso en los
paises en desarrollo suele ser mas igualitaria en la parte inferior y menos igual en la
parte superior que en los paises avanzados, y que aqui aumenta el grado de aversion a
la desigualdad, que da més peso a la distribucion en el extremo inferior de la escala.
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Tabla 1. Medidas de desigualdad convencionales e indices de Atkinson para 12 paises.
Entre paréntesis orden de los paises segun esas medidas. Tabla extraida del articulo de Atkinson.

. Desviacion estandar Coeficiente

Pais indice de Gini de los logaritmos e variacién Atkinson Atkinson  Atkinson
India 0.410 (8=) 0.305 (3) 0.901 (11) 0.297 (7) 0.359(5)  0.399 (3)
Ceylan 0.427 (10) 0.341 (6) 0.876 (10) 0.311(10) 0.395(6)  0.457 (6)
México 0.498 (12) 0.395 (12) 1.058 (12)  0.401 (12) 0.492 (12) 0.550(12)
Barbados 0.436 (11) 0.383 (10) 0.842(9) 0.315(11) 0.433(10) 0.524 (10)
Puerto Rico 0.394 (4) 0.317 (4) 0.783(8)  0.256 (4) 0.341(4)  0.408 (4)
Italia 0.378 (3) 0.301 (1) 0.748(3) 0.241(2) 0.319(2) 0.379(1)
Gran Bretafia 0.356 (1 0.304 (2) 0673 (1) 0224(1) 0311(1) 0.384(2)
Alemania Oc.  0.410 (8=) 0.369 (8) 0.773(6) 0299 (8) 0.411(8)  0.498(8)
Holanda 0.406 (6=) 0.355 (7) 0.781(7) 0290 (5) 0.395(7) 0.478(7)
Dinamarca 0.401 (5 0.381 (9) 0.751(4) 0292 (6) 0.418(9)  0.521(9)
Suiza 0.406 (6=) 0.393 (11) 0.752 (5)  0.303 (9) 0.435(11) 0.540 (11)
Estados Unidos ~ 0.372 (2) 0.325 (5) 0.705(2) 0.242(3) 0.339(3) 0.421 (5)

8. CONCLUSION

Atkinson concluye su trabajo comentando que ha examinado el problema de la me-
dicion de la desigualdad en la distribucidon del ingreso que, en la actualidad, general-
mente, se aborda a través de la utilizacion de estadisticos resumen como el coefi-
ciente de Gini, la varianza o la desviacién media relativa. Dice que ha tratado de
argumentar, sin embargo, que este método convencional del enfogue es engafioso,
pues, en primer lugar, el uso de estas medidas a menudo sirve para ocultar el hecho
de que una clasificacion completa de las distribuciones no se puede alcanzar sin es-
pecificar completamente la forma de la funcion de bienestar social. En segundo lu-
gar, el examen de las funciones de bienestar social implicitas en estas medidas mues-
tra que en una serie de casos que tienen propiedades que son poco probables de ser
aceptables, y en general no hay motivos para creer que estarian de acuerdo con los
valores sociales. Por estas razones, nuestro autor espera que estas medidas conven-
cionales sean rechazadas en favor de la consideracién directa de las propiedades que
nos gustaria que la funcion de bienestar social cumpla.
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1. EL COMIENZO DE LAS SOCIEDADES ECONOMICAS DE AMIGOS
DEL PAIS

Los ilustrados de la segunda mitad del siglo XV1I1 en su intento por sacar al pais de
la mala situacion en la que encontraba, analizan el porqué de la decadencia espafiola,
Ilegando a la conclusion de que tal decadencia era debida a diversas causas entre las
que se encuentran: la importacién de manufacturas extranjeras, sobre todo textiles;
el atraso de las artes y los oficios, en los que no se introducian los nuevos adelantos
técnicos; la falta de formacion de trabajadores cualificados que fueran mejorando la
calidad de la produccién y se especializaran en los nuevos oficios que iban surgiendo
con los avances tecnoldgicos; y al mal funcionamiento de los diferentes gremios de
oficios, estancados en sus conocimientos y en su manera de hacer las cosas y poco
dispuestos a introducir nuevas ideas y a darlas a conocer al pueblo.

Para paliar este problema planean transformar y apoyar a los gremios para que
puedan cumplir con su misién de fomentar la ensefianza e innovacion de las artes y
los oficios, y a la vez incentivar la creacion de establecimientos no estatales de edu
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cacion popular. Ademas, la tasa de analfabetismo en Espafia era altisima. Por ejem-
plo, en 1803, Moreau de Jonnes! cifra esta tasa en Espafia entorno al 94%?.

Asi, empiezan a surgir en Espafia en el ultimo tercio del siglo XVIII, las Socie-
dades econémicas de amigos del pais®, estas Sociedades eran asociaciones locales
formadas por nobles ilustrados, clérigos, burgueses y militares cuyo objetivo era di-
fundir las ideas de la llustracién y los nuevos conocimientos cientificos y técnicos
con el fin de fomentar las actividades econdmicas.

La primera en crearse fue la Real Sociedad VVascongada de Amigos del Pais, fun-
dada en 1765 por iniciativa del Conde de Pefiaflorida. Esta sociedad consiguio la
cesidn del colegio de Vergara, dirigido por los jesuitas, cuando éstos fueron expul-
sados en 1767, en el que habian fundado el Real Seminario de Nobles.

En 1773 se funda en Tudela (Navarra), la Real Sociedad Tudelana de los Deseo-
sos del Bien Publicoy en 1774 se crea la Real Sociedad de Amigos del Pais de Baeza,
en la provincia de Jaén.

Viendo los logros de estas Sociedades y la relevancia que podian tener en la edu-
cacion del pueblo espafiol, en este mismo afio, 1774, Pedro Rodriguez de Campoma-
nes, fiscal del Consejo de Castilla, a instancias de éste y con el permiso del rey Carlos
111, envia una circular a las principales autoridades civiles y eclesiasticas de toda
Espafia, instandoles a fundar Sociedades Econémicas.

Pedro Rodriguez de Campomanes

1 Autor del libro publicado en Francia, La Estadistica de Espafa, que tradujo al espafiol Pascual Madoz.

2 Vilanova y Moreno (1992) pag. 68, Atlas de la evolucion del analfabetismo en Espafia de 1887 a 1981.

3 Las primeras sociedades europeas de este tipo surgieron en Irlanda: Economic Society of Friends de
Dublin (1762), y Suiza: Wirtschaftliche Gesellschaft von Freuden de Berna (1762).
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Esta circular contenia un Discurso sobre el fomento de la industria popular, pu-
blicado en 1774, de 198 paginas. Unos meses después, el afio siguiente, les hace
llegar un documento similar, un Discurso sobre la educacion popular de los artesa-
nos y su fomento de 475 péginas.

DISCURSO DISCURSO
SOBRE EL FOMENTO
SOBRE LA EDUCACION
DE LA
INDUSTRIA sk
" DE LOS ARTESANOS,
POPUILAR, Y SuU
33’%.;2 FOMIENTOo
N
3%
£
DE ORDEN DE $.M.Y DEL CONSEJO. ’ EN MADRID.
MADRID. En la Imprenca de D, Anrtoxto : EnlaImprenta de D. ANTONIO DE SANCHAx
DE SANCHA. M, DCC. LXX1V. Afio de M. DCC. LXXV.

Discursos de Pedro Rodriguez de Campomanes instando a las autoridades
a formar Sociedades Econémicas.

Para dar ejemplo, el 16 de septiembre de 1775 se inaugura oficialmente, en las Casas
Consistoriales de Madrid, la Real Sociedad Econémica de Amigos del Pais de Madrid
(RSEM)*. Sus primeros estatutos fueron sancionados por el Rey Carlos 111 el 9 de noviem-
bre del mismo afio. A diferencia de las anteriores sociedades, la matritense tuvo origen
oficial y sirvié de modelo para las que se fueron creando después por todo el pais, su lema,
que se puede leer en su escudo, fue y sigue siendo en la actualidad: “Socorre ensefiando”.

Escudo de la RSEM.

4 También conocida como Real Sociedad Econdmica Matritense.
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Las actividades de la Matritense se dividian en tres asociaciones o clases. La pri-
mera era clase de: agricultura, la segunda de industria, y la tercera de artes y oficios.
Mientras la clase de industria se ocupaba de la creacion de escuelas populares, la clase
de artes y oficios dirigia las ensefianzas pre-profesionales de oficios y artesanales.

Las primeras escuelas populares o escuelas industriales, a las que también se lla-
maria escuelas patridticas, se crean en 1776, eran escuelas de hilar, en ellas se ense-
fiaba a trabajar las distintas fibras como el lino, el cafiamo, el algodon y la lana. Los
alumnos de estas escuelas eran los ciudadanos mas marginados de la sociedad, men-
digos, “nifios vagantes extranjeros”, hijos de los soldados extranjeros, presidia-
rios...5. Los ilustrados pensaban que el aprendizaje de un oficio les haria ciudadanos
honrados y (tiles para la sociedad. En 1779 se crea la Escuela de Tejedoras, con el
fin de aprovechar las materias primas que producen las escuelas de hilados. En 1782
se crean la Escuela de Encajes y la Escuela de Bordados®. Las mujeres y las nifias
tenian preferencia, pues parecian mas aptas para tejer que los hombres’. En 1785 se
crea la escuela de Hilos Finos.

Las escuelas populares serian gratuitas y estarian sufragadas por las comunidades
locales, a veces con las limosnas parroquiales. A los maestros se les daria una grati-
ficacion por cada discipulo que demostrase un buen aprovechamiento de la ense-
fianza, lo que incentivaria su buena docencia.

También se crean otras Escuelas, no Ilamadas populares, y entre ellas se pueden
citar: la Escuela para el fomento de las primeras letras en 1790, la Escuela de Dibujo
en 1781, la Escuela de Flores Artificiales® en 1796, la Escuela de Talabarteria en
1780y la Escuela de Adornos en 1802.

La Real Sociedad Econémica de Amigos del pais de Madrid también fue famosa
por su ensefianza de la taquigrafia® y por la educacion de los sordomudos®®, pero
ademas tuvo otras atribuciones. Sostenia relaciones con otras instituciones dedicadas
a la ensefianza, emitia informes al Consejo de Castilla sobre libros que se iban a
publicar, convocaba concursos de memorias sobre educacién y examinaba para la
obtencion de algunos titulos, como el de maestras de escuelas de nifias. En definitiva,
la Matritense fue en aquellos momentos una importantisima institucion al servicio

5 Por esa razon creemos que se instalo en la llamada Casa de los Desamparados.

6 La calidad de los trabajos de bordados realizados llevo a esta escuela a recibir encargos incluso de la
familia real.

7 Los ilustrados crefan en la igualdad intelectual de hombres y mujeres, siendo la falta de educacion de
éstas lo que les hacia parecer mas torpes. Pensaban que el trabajo de la mujer seria muy Util a la sociedad,
de hecho, en la Matritense la mayoria de las ensefianzas estaban a cargo de mujeres.

8 También llamada Escuela de la Reina.

9 La Escuela de taquigrafia de la Matritense comenzé a impartir sus clases el 1 de septiembre de 1803.
Posteriormente se incluiria también la ensefianza de la mecanografia. Los titulos de la Matritense para
estas dos ensefianzas han seguido siendo validos hasta finales del siglo XX.

10 El Real Colegio de Sordomudos de Madrid, bajo la tutela de la Econémica Matritense, se inauguré
oficialmente el 9 de enero de 1805.
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de la cultura y la economia espafiolas, no solo por sus logros sino por servir de mo-
delo a otras Sociedades Econdmicas de nuestro pais. Por ejemplo, en 1815, por en-
cargo real, en ésta Sociedad Matritense se elaboraron los estatutos para todas las
demas reales sociedades del reino.

A partir de 1833™, la Matritense también se dedicé a la creacion de escuelas de
parvulos, a la ensefianza de adultos y a la creacidn de catedras de caracter cientifico,
asi establecio catedras de Astronomia, Matematicas, Economia Politica, Paleografia
Diplomatica Espafiola, Fisiologia y Patologia vegetal, una catedra del Sistema Mé-
trico Decimal y una catedra de Estadistica. De la creacion de esta Gltima nos ocupa-
remos a continuacion.

2. INTENTOS DE CREACION DE UNA CATEDRA DE ESTADISTICA EN
LA SOCIEDAD ECONOMICA MATRITENSE

El primer documento que hemos encontrado respecto a la formacion de una catedra de
Estadistica en la Real Sociedad de Amigos del Pais de Madrid, data del dia 6 de sep-
tiembre de 1820. Se trata de una carta de Francisco Grimaud de Belamonde?? dirigida
a “llmo. Sr.” 0 “V. A.” con tres mociones, la segunda de ellas dice textualmente:

“Hago igualmente mocidn para que nombrandose otra comision informe a V. A.
de las ventajas que deben resultar a la nacion de instalarse catedras de Estadistica,
ciencia tan necesaria, como desconocida...”

Como se puede esperar estas proposiciones son realizadas por los intelectuales
espafioles, que deben esperar a que sus propuestas cuajen oportunamente, después
de insistir en diferentes ocasiones, asi posteriormente, en 1835, Tomas Serrano Ser-
ver, socio de la Matritense, propone al Ministerio del Interior crear en Madrid una
cétedra de Estadistica. Entonces la clase de Comercio®® de la Sociedad Econémica
Matritense es requerida por dicho ministerio para emitir un informe sobre lo necesa-
rio y adecuado de aceptar tal peticion.

Asi lo indica el acta de la Matritense del dia 7 de marzo de 1835

11 El profesor Olegario Negrin Fajardo en la pagina 200 de su excelente libro Veinticinco ensayos de
historia de la educacién espafiola moderna y contemporanea, nos indica que, debido a los aconteci-
mientos politicos de la época, la Sociedad Econdmica Matritense no pudo desarrollar con normalidad
sus actividades desde 1823 hasta 1833. Apoya su afirmacion citando el documento 14 del legajo 304
del ARSEM, titulado “Memoria de las tareas de la Sociedad desde 1823 en que suspendid sus sesiones,
hasta noviembre de 1833 en que fue reinstalada”, leido en la sesién de 20 de diciembre de 1834 por D.
Francisco Lopez de Olavarrieta.

12 ARSEM, legajo 288/27.

13 A partir de 1816 las clases o asociaciones de la RSEM se denominan: Agricultura, Artes y Comercio.

14 ARSEM, A/110/45.
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“Ministerio de lo Interior.= Remito a V.S. de Real Orden para que la Real
Sociedad Econdmica Matritense informe con devolucion lo que se le ofrezca
y parezca la adjunta exposicion de Don Tomas Serrano Server en solicitud de
que S.M. se digne crear en esta Corte una Céatedra de Estadistica con arreglo
a las bases que fija el interesado en la memoria que acomparfia” *°.
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Pagina de la carta de Francisco Grimaud (6-9-1820).

El acta de la reunion del 14 de marzo del mismo afio hace alusion a la aprobacion
del acta de la clase de Comercio del dia 12 de dicho mes en la que se encarga al Sr.
Del Valle'® de la elaboracién de dicho informe y a la proposicion del Sr. Olavarrieta,

15 Esta memoria no se ha localizado.

16 Eusebio M2 del Valle, Marqués de Valle Santoro (1799 1867?), fue catedratico de Economia politica
en la Sociedad Econémica Matritense y catedratico de Economia politica y Estadistica en la Facultad
de Filosofia de la Universidad Central desde el 23/6/1934. Ingresé en la Academia de la Lengua en
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con el apoyo de la clase de Comercio, para que el Gobierno nombre una comisién
facultativa que levante carta jeondstical’ de la provincia de Madrid.

Aprobada el acta del dia 12 de marzo*®, y discutida la proposicion del socio el Sr.
Olavarrieta, el acta del dia 14 del mismo mes, sigue diciendo:
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Una pagina del acta de la RSEM del 14/3/1835.

1834 como miembro honorario y en 1836 lleg6 a ser académico de nimero. Fue bibliotecario de esta
institucion desde 1849 a 1867.

17 También puede escribirse geondstica.

18 ARSEM, A/110/45.
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“...acordo la Sociedad que conforme a su tenor, é incluyendo ademas
las oportunas reflexiones hechas en la discusion por los Sres. Borjas, Bordi,
Arias y Olavarrieta, dirija una respetuosa esposicion a S. M. la Reina Go-
bernadora en solicitud de que se digne nombrar una comision facultativa
para que lebante la carta jeonostica de la provincia de Madrid, con el objeto
de que sirva de modelo & las demés provincias de Espafia, y de base para la
formacion de la Estadistica, sin la cual es imposible remover los obstaculos
que hasta ahora se han opuesto a la organizacion de un buen rejimen admi-
nistrativo y & aprovechar los abundantes frutos que nos ofrece la feracidad
y riqueza de nuestro suelo; y que esta esposicion se redacte y eleve desde
luego al Gobierno sin aguardar a la ratificacion de la presente acta .

El informe de la clase de Comercio sobre la creacion de la catedra de Estadistica fue
negativo, no se estima necesaria dicha catedra, ya que se la confunde con la Economia
Politica, pues algo de Estadistica se impartia en esta materia. Se nos dice textualmente:

“...la teoria de la estadistica esta tan enlazada con la Economia politica,
gue se puede decir que aquélla es una seccion de ésta, por lo cual méas bien
que crear una catedra especial de Estadistica importa extender el estable-

cimiento de las catedras de Economia Politica *°.

Sin embargo, y debido a la insistencia de algunos socios, poco después, por Real
Orden de 22 de noviembre de 1836%° se comunica a la Sociedad el establecimiento
de una catedra de Estadistica en el mismo local en que se impartia Economia Politica,
la citada cétedra estaria a cargo de Tomas Serrano Server, puesto que por Real Orden
de 10 de marzo de 1836 la catedra de Economia Politica de la Matritense habia pa-
sado a San Isidro a cargo de la Direccién General de Estudios?.

Pero segun el profesor Negrin Fajardo:

“A partir de este momento, la Sociedad devolvié el local en el que se
impartian las ensefianzas de la Taquigrafia y la Economia industrial al Co-
legio de Sordomudos, pasando dichas ensefianzas a ocupar el local que es-
taba destinado para la Economia politica, a pesar de ser muy reducido "%,

En ese momento no se pudo cumplir el mandato ministerial, la catedra de Esta-
distica quedd sin establecerse.

19 ARSEM, A/110/46.

20 Acta de la RSEM de 3/12/1836.

2L ARSEM, A/110/46.

22 Negrin Fajardo, O, (2005): Veinticinco ensayos de historia de la educacién espafiola moderna y
contemporanea, pag. 202. UNED, Madrid.
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3. LA CATEDRA DE ESTADISTICA DE LA MATRITENSE

La creacion de la primera catedra de Estadistica espafiola, esta ligada de alguna manera
a la figura de Pascual Madoz e Ibafiez (1806-1870), conocido por su impresionante
Diccionario Geografico-Estadistico-Historico de Espafia y sus posesiones de Ultra-
mar, obra de dieciséis tomos a la que dedico siete afios de su vida, de 1843 a 1850.

Pascual Madoz

Entre los cargos que ostento estan el de juez de Primera Instancia, gobernador del
Valle de Aran, diputado por la provincia de Lérida, vicepresidente del Congreso de
los Diputados y ministro de Hacienda. Madoz se relacion6 con los mas importantes
estadisticos de su tiempo, como Quetelet?® y Moreau de Jonnes, de quien tradujo del
francés la Estadistica de Espafia.

En 1843 se le nombra a Madoz presidente de una Comision de Estadistica, posi-
cién que aprovecha para proponer al Gobierno la creacion de varias catedras de Es-
tadistica, su proposicion, rechazada por el Gobierno, es sin embargo aceptada por la
Sociedad Econoémica de Amigos del Pais de Madrid de la que es miembro.

23 Adolphe Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796-1874) astrénomo  estadistico belga creador e im-
pulsor de los congresos internacionales de estadistica (Escribano y Fernandez, 2004). También puede
verse su influencia en Espafia en Busto, Escribano y Fernandez, 2015.
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Diccionario Geografico-Estadistico-Historico de Espafa y sus posesiones de Ultramar

En la pagina 819 del Tomo X del Diccionario de Madoz, bajo la palabra Madrid,

se nos dice;

“Cétedra de Estadistica (calle del Turco®, nimero 9). La Sociedad Eco-
némica, a propuesta de varios individuos de su seno, estableci6 en 1844 esta
atil ensefianza desconocida hasta entonces en nuestras escuelas: graves fue-
ron las dificultades que hubo de vencer y, entre ellas, la de hallar persona
idénea que por primera vez emprendiese esta clase de educacion. Pero afor-
tunadamente recayd la eleccion en nuestro recomendable amigo don José
Maria Ibafiez, uno de sus socios y vocal secretario (a propuesta nuestra) de
la Comision de Estadistica, creada por real decreto de 21 de agosto de 1843.
El sefior Ibafiez no pudo menos de acceder a las instancias de la sociedad
y, encargado de esta catedra, se vio precisado a dar a luz una obra elemen-
tal en la que prescindiendo de opiniones y sistemas en general, presenta los
principios més esenciales y su aplicacion a la practica, indicando los diver-
sos y multiplicados objetos a que deben dirigirse las investigaciones del es-
tadista. Mas aun, antes de la publicacion de esta obra se instal6 la catedra,
cuya apertura tuvo efecto en sesién pablica celebrada el dia 1° de diciembre
del citado afio y para cuyo curso fueron 38 los individuos matriculados que
continuaron con eficaz asistencia y bastante aprovechamiento los dos cur-
sos académicos que terminaron en 1846. Posteriormente, y con auxilio del
libro de texto, se da un curso completo cada afio, asistiendo en el presente
(1848) 22 matriculados y un considerable numero de oyentes. Es de desear,

24 La antigua calle del Turco en Madrid se llama en la actualidad calle del Marqués de Cubas.
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y nos consta, se tiene solicitado que el Gobierno dé a este estudio un carac-
ter publico, segun los da a los de Economia politica y Administracion, parte
integrante de estas ciencias”.

Como acabamos de ver, la primera cétedra de Estadistica espafiola nace en el seno
de la Sociedad Econémica de Madrid en 1844, siendo su primer catedratico José
Maria Ibafiez y Ramos. Poco después de establecida la catedra el profesor Ibafiez
escribe el libro titulado Tratado elemental de Estadistica, asi en la parte filosofica y
de teoria, como en la aplicacion de sus principios a la practica, que, como indica en
su portada, esta redactado con arreglo a las lecciones explicadas en la catedra de
dicha ciencia, establecida por la Sociedad Econémica Matritense.

El interés de la esta Sociedad Econdmica Matritense por la Estadistica iba mas
alla del establecimiento de la citada catedra. Dicha Sociedad estaba al dia de los
acontecimientos importantes que ocurrian a nivel internacional en lo referente a la
Estadistica, como prueba de ello, uno de sus socios, Mariano Marcoartu, el 22 de
octubre de 1853 escribe una carta a la Junta de la Sociedad sobre el Congreso de
Estadistica de Bruselas. En ella dice:

“Celebrase en estos dias el gran congreso de Estadistica en Bruselas del
que es individuo nuestro consocio D. Ramon de la Sagra. Esta Sociedad co-
noce mui bien el atraso lamentable en Espafa respecto de Estadistica y la
imposibilidad absoluta de adelantos en todos los ramos de la administracién
publica por la falta de tan fundamental institucion en el orden administrativo.
Por tanto tengo el honor de proponer a la sociedad se sirva dirigirse al ex-
presado de La Sagra rogandole se sirva dirigirla los documentos que estime
mas convenientes para dar la idea mas cabal posible de los trabajos del citado
Congreso, para gobierno de esta sociedad y para sus tareas ulteriores >,

El 7 de octubre de1856 fallece el profesor Ibafiez, y un mes después, el 8 de no-
viembre, la Junta de la Sociedad acuerda constituir una Comision de la catedra de
Estadistica, la forman A. de Salvatierra, E. M2 del Valle, M. Marcoartu, J. Adame y
J. de Dios Navarro. Esta comision decide que el profesor Mariano Marcoartu pase a
encargarse desde ese momento de la catedra de Estadistica de la Matritense.

Existen dos documentos® que nos indican que en 1886 existia en la Matritense
una catedra de Geografia y Estadistica comercial. Uno de ellos es un oficio de D.
Enrique Delaborde Hurbise ofreciéndose para impartir las ensefianzas de dicha cate-
dra gratuitamente. El otro, es una carta de D. José Vignola al Censor de la Sociedad,
fechada en Madrid a 1 de octubre de 1886, en la que expone:

“Que determinéndose en el Reglamento de Catedra, recientemente apro-
bado, la forma de proveér las plazas de profesores a quien la Sociedad haya

% ARSEM, legajo 431/11.
% ARSEM. Legajo 626/4.
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de conferir la ensefianza de sus cétedras, puede la Junta, si asi lo estima
procedente, anunciar un concurso para la de Geografia y Estadistica- co-
mercial y en su dia, y previos los requisitos que dicho Reglamento previene,
nombrar profesor de la misma & quien reuna las condiciones exigidas; de-
biéndose poner este acuerdo en conocimiento del Sr. Delaborde como con-
testacién a su oficio por si quisiera presentarse al concurso.”
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Carta de D. José Vignola respecto al concurso para profesor de la catedra
de Geografia y Estadistica comercial

4. LA SOCIEDAD ECONOMICA MATRITENSE HOY EN DIA

En 1866 Leopoldo O’Donnell?’ trasladé la Matritense a la conocida Torre de los
Lujanes?, edificio situado el centro de Madrid, en la Plaza de la Villa, nimero dos,
con la entrada por la calle del Codo, donde hoy sigue prestando sus servicios a los

vecinos de Madrid.

27 Presidente del Consejo de Ministros de la Reina Isabel II.

28 Datada a principios del siglo XV es uno de los edificios mas antiguos de Madrid. Su nombre deriva del
camarero del rey, D. Juan de >Lujan que la comprd en 1450. Es de estilo mudéjar con puerta de herra-
dura en la calle del Codo. A principios del siglo XIX era uno de los edificios mas altos de la ciudad.
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Salon de actos de la Matritense.

El retrato de Carlos 11l del famoso pintor Mengs preside el salén de actos de la
Real Sociedad Econémica de Amigos del Pais de Madrid que sigue siendo un lugar
de celebracion de eventos, conferencias, etc.
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Retrato de Carlos Ill de Mengs en la Real Sociedad Econémica Matritense.

Actualmente la Real Sociedad Econémica de Amigos del Pais de Madrid, insti-
tucion de largo arraigo e importancia en nuestro pais, se encuentra en una dramatica
situacion. Esta situacion es debida a la desaparicion de ciertos cursos que se impar-
tian, en la mayoria de los casos por integrarse éstos de forma reglada en el actual
sistema educativo espafiol®®, y a la crisis econémica de los Gltimos afios en Espaiia,
se han ido reduciendo poco a poco sus ingresos, ya que en los ultimos tiempos se
han retirado casi todas las subvenciones que recibia, y las cuotas de los socios no
llegan para pagar ni siquiera a los pocos empleados que mantienen la actividad. La
Sociedad ha tenido que vender un local del que era propietaria, en la calle del Espejo
de Madrid, para poder hacer frente a las néminas. Ahora se pueden efectuar visitas
guiadas al edificio de la Torre de los Lujanes, que esta cedido por el Ayuntamiento
de Madrid a la Sociedad, y también se puede alquilar su magnifico salon de actos
para diferentes eventos culturales. Necesitan ampliar el nimero de socios o0 un me-
cenas que se interese por ella y esté dispuesto a patrocinarla para que no desaparezca,
ya que los ingresos disponibles no son suficientes para su mantenimiento.

29 A partir de la ley General de Educacidon del ministro Villar Palasi de 1970, la educacion en Espaiia se
ha ido haciendo realmente obligatoria para todos los nifios en edad escolar.
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1. INTRODUCCION

Los libros de historia estan repletos de grandes figuras relevantes de la Estadistica
del siglo XIX, como Gauss o Laplace, por citar a algunos. Pero es innegable que
muchos otros profesionales contribuyeron al establecimiento de la Estadistica como
disciplina separada de las Universidades.

Generalmente, se omite entre tales profesionales que coadyuvaron al estableci-
miento y fortalecimiento en la estadistica a los Notarios, una figura de relieve histo-
rico, de alto prestigio social y cualificacion juridica.

Como comprobaremos a continuacion, en el dltimo tercio del siglo XIX, algin
Notario dibujo lo que debia ser la Estadistica contractual notarial que recogiera la
intervencién de los fedatarios publicos en los contratos firmados ante él.

Los protocolos notariales que nos transportan al siglo XII, son testigos de las
operaciones juridicas extrajudiciales de las personas durante siglos, de sus inquietu-
des plasmadas en testamentos, de las transacciones econémicas, de los compromisos
adquiridos, etc., en suma, constituyen una vision real de como era la vida de nuestros
antepasados.t

Todos esos datos no empezaron a documentarse estadisticamente hasta primeros
del siglo XX, lo que supuso un notable avance para realizar evaluaciones certeras de

! Conviene aclarar que “Se entiende por protocolo la coleccién ordenada de las escrituras matrices
autorizas durante un afio y se formalizaran uno o mas tomos encuadernados”. Art. 17, parrafo 1.9 de
la Ley del Notariado.

109
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la situacion contractual econdémica en nuestro pais, asi como para delimitar la de-
marcacion notarial y la ampliacion o no de las Notarias en todo el territorio.?

La presente exposicidn trata de descubrir al lector cdmo la institucién notarial fue
pionera en la Estadistica contractual en nuestro pais, de cuya trascendencia hay hue-
lla palpable, debidamente documentada que los historiadores estadisticos no pueden
omitir, pues no existe una base de datos tan documentada y veraz en esta materia al
ser exclusiva del Notariado.

2. EL PRECURSOR DE LA ESTADISTICA NOTARIAL: GONZALO DE
LAS CASAS

Uno de los mas prestigiosos Notarios del siglo XIX es José Gonzalo de las Casas y
Quijano, conocido por su primer apellido compuesto Gonzalo de las Casas. Nacid
en las Casas de Ciempozuelos (Madrid), el 21 de enero de 1826, hijo de Tiburcio
Gonzalo de las Casas, empleado de la Administracion de la Real Acequia del Jarama,
y de Juana Quijano. Este ilustre Notario, podemos afirmar que fue el precursor o
padre de la Estadistica contractual notarial, quien utilizd por primera vez la expresion
Estadistica contractual.

Retrato de José Gonzalo de las Casas que figura en la
Galeria de Decanos del Colegio Notarial de Madrid

2 Art. 72 y siguientes del Reglamento Notarial.
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Estudi6é Gonzalo de las Casas la Carrera del Notariado en la Escuela de Madrid,
destacandose rapidamente por sus trabajos y publicaciones, asi como por sus conti-
nuas colaboraciones. Podemos destacar la fundacién y direccion del Boletin Sema-
nario del Notariado en 1852, al que siguié la Gaceta del Notariado Espafiol, que
perdur6 hasta el afio 1934. Fundo también la Biblioteca del Notariado y, finalmente,
destacar la monumental publicacion entre los afios 1853 y 1857 del Diccionario Ge-
neral del Notariado de Espafia y Ultramar, dividido en diez tomos, con 5.063 pagi-
nas. Por dos veces fue Decano del llustre Colegio Notarial de Madrid.
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Precisamente, en la citada Gaceta del Notariado se publicé en el afio 1877, la
primera Guia Estadistica del Notariado Espafiol, donde Gonzalo de las Casas dibu-
jaba o marcaba la pauta a seguir por la institucion notarial en materia estadistica,
cuya ciencia estaba emergiendo en la sociedad. De hecho, afirmé: “El mejor medio
de estudiar el estado de las Naciones y de las cosas que se relacionan con la buena
organizacion social, es la Estadistica. — La Estadistica que todo lo abarca, que todo
lo descompone, que todo lo aprecia, es, puede decirse, la ciencia madre que demues-
tra & los Legisladores y & los Gobiernos la situacion presente, la historia del pasado
y la conveniencia de las medidas y las Leyes que deben dictarse para el porvenir

con arreglo al estado moral y social que nos presenta” .’

3 GoNzALO DE LAS CAsAS, J. Guia Estadistica del Notariado Espariol. Publicada por la Gaceta del No-
tariado. Madrid, 1877.
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En esta obra, Gonzalo de las Casas remachd que para poder organizar al cuerpo
notarial, saber cuantas notarias precisa el Estado para que los Notarios tuviesen un
digno sustento, la via para hacerlo era “la formacion de la Estadistica contractual”,
y para eso, en dicho libro, ensay6é un modelo de estudio del protocolo de su propia

notaria en Madrid.

Tal experimento consistia en consignar el nimero de contratos autorizados en una
Notaria, asi como sus clases y la importancia de la riqueza que originasen los mis-
mos. Dichos datos también serian de valor respecto al Tesoro pablico, asi como el
papel sellado invertido y los derechos del Estado.

ESTADISTICA CONTRAGTUAL

DE LA

NOTARIA DE MADRID
NON JOSE GONZALO DB LAS CASAS Y QUIIANO
DIRECTOR DE LA GACETA DEL HOTARIZDD

EN 1870,

PROTOCOLO.

Durante el afio de 1876 se olorgaron en dicha Notarfa
247 instrumentos piblicos con 2.374 filios, que arrojan el
resultado siguiente:
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De manera, que Gonzalo de las Casas en este libro ensayo un sistema de Estadistica
contractual que se impondria con la llegada del siglo XX, veintitrés afios después.

La configuracidn de la actuacidn notarial, tal como la conocemos hoy, quedo de-
finida en la Ley del Notariado de 28 de mayo de 1862*, dictada por la Reina Isabel

4 Publicada en la Gaceta de 29 de mayo de 1862.
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I1. En aquellos afios, Espafia contaba con quince millones y medio de habitantes cen-
sados, de los cuales una quinta parte estaba alfabetizado, de los que 700.000 eran
mujeres. Fue en ese momento, donde se regul6 la profesidn del Notario, concretando
su doble vertiente de funcionario pablico y profesional del derecho, facetas que per-
duran en la actualidad.

La iniciativa de Gonzalo de las Casas en el aspecto estadistico fue desarrollandose
con el tiempo y justamente, con el cambio al siglo XX, la Direccion General de los
Registros y del Notariado, en los Anuarios que empez6 a publicar, incluy6 desde el
afio 1905, una incipiente Estadistica nacional de la contratacion que se realizaba en
las Notarias de Espafia. El primer tomo se ocupaba de los afios 1900 a 1904, y de
forma sencilla daba informacion Gnicamente del nimero de instrumentos pablicos
autorizados por cada Notario y el nimero total de folios utilizados.

Esta informacién se fue ampliando con los afios a todos los diferentes tipos de
contratos intervenidos por los fedatarios publicos, descomponiéndose en trece sec-
ciones o epigrafes con distinta informacion, cuyo esquema ha perdurado hasta hace
poco tiempo. Estos epigrafes, dibujados en tablas, marcaban las siguientes materias:

Actos referentes al estado civil.
Actos de ultima voluntad.
Contratos por razén de matrimonio.
Contratos en general.
Manifestaciones y particiones de herencia.
Constitucion, modificacion y disolucion de Sociedades civiles y mercantiles.
Préstamos y reconocimiento de deudas simples, pignorativas o hipotecarias.
Cartas de pago y extincion de obligaciones.
Poderes de todas clases.
. Protestos de documentos de giro.
. Actas en general.
. Numero total de instrumentos autorizados durante el afio.
13. Numero total de folios que comprenden.

© 00N o ok
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Toda la informacion se recababa a través de la confeccién mensual que realizaban
los Notarios y, que subsiste hoy, aunque tales informaciones han sido notablemente
ampliadas en un indice Unico con una exhaustiva y variable lista de datos que reci-
ben las Administraciones publicas. Estos indices antes y ahora se remiten a los res-
pectivos Colegios Notariales existentes en Espafia, en la actualidad 17, uno por Co-
munidad Auténoma.®

5 La obligacion de remitir los indices data de 1862, cuando se promulgé la Ley del Notariado, los cuales
hasta la reciente era informatica habia que cumplimentarlo por el personal de la Notaria a mano. Esos
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El Gnico cambio en la configuracion de los citados Anuarios es el escudo que figura
en su primera pagina, el de la Republica en los afios 1932 a 1935, el Escudo franquista
en los restantes afos hasta llegar a nuestro sistema democréatico y constitucional vi-
gente. El resto del contenido, la forma, estructura y las Resoluciones dictadas por la
Direccidn General de los Registros y del Notariado no sufrieron cambio alguno durante
muchos afios, hasta la implantacion de altos sistemas informaticos.

Es de destacar que, durante el periodo bélico de 1936 a 1939, no se publicaron
los citados Anuarios Yy, por tanto, ninguna Estadistica, aunque los datos si existian,
ya que se seguian remitiendo los indices mensualmente por cada Notario. Por este
motivo, la estadistica de esos cuatro afios se publicé tras la guerra en el afio 1944, en
un solo tomo.

Hoy, el Notariado espafiol dispone de una herramienta informatica de gran nivel,
mediante su Centro de Informacion Estadistica del Notariado, que desmenuza cada
cifra y cada dato contractual realizado en nuestro pais. En la pagina web: www.no-
tariado.org se puede investigar la tremenda actividad que los cerca de tres mil nota-
rios realizan cada afio en nuestro pais.

No en vano, como recientemente ha manifestado el Presidente del Consejo Ge-
neral del Notariado, José Manuel Garcia Collantes “Por nuestros despachos desfila
la vida privada de las personas con sus momentos de alegria y tristeza, de gozo y
preocupacion. De ahi que en nuestros documentos quede recogida la historia per-
sonal de cada uno de los ciudadanos y, al final, de Espafia entera™.

3. DE LAS EXPECTATIVAS DE LA Il REPUBLICA A LA DICTADURA
DE FRANCO

Antes de interpretar la Estadistica notarial y contractual de este periodo, es preciso,
hacer una somera introduccion a unos afios convulsos de nuestra historia, y cada cifra
y dato reflejado en los indices notariales supone una fotografia de la realidad histé-
rica de aquéllos afios.

En este periodo, por el Decreto de 29 de abril de 1931, se declaré de forma con-
tundente y explicita la admision de las mujeres en las oposiciones a Registros y No-
tarias, acceso denegado hasta esa fecha y cuyos cuerpos de profesionales, estaban
constituidos Unicamente por varones.

indices que contenian, como alude el art. 33 de la Ley del Notariado, una resefia de cada instrumento,
el nombre de los otorgantes, de los testigos, la fecha de otorgamiento y el objeto del acto o contrato,
protocolizandose con el Gltimo tomo anual del protocolo general que contiene las escrituras.

6 GARCIA COLLANTES, J.M. “Vuestros compafieros de viaje”. Escritura Pdblica. N° 94. Julio-agosto de
2015, p. 7.
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Como sostienen Garcia de Cortazar y Martin de la Guardia: “Durante la Guerra
Civil los notarios fueron identificados por las fuerzas revolucionarias como los ce-
losos guardianes del sistema capitalista, en su calidad de legitimadores a través de
los actos juridicos, y, por tanto, una clase especialmente odiosa que debia desapa-
recer”.” Tal pensamiento, de los mas radicales y antisistema no encuentran justifica-
cién alguna. El Notario, de entonces y de ahora, ejerce un ministerio publico de ser-
vicio a los ciudadanos, limitandose su actuacion a la prestacion de asesoramiento
juridico legal, no implicAndose en la actuacion politica de turno, ni tomando partido
ideolégico o de otro tipo, se le exige plena imparcialidad.®

En los afios treinta, los notarios no fueron una excepcion al sufrimiento y perse-
cucion. De hecho, en distintas regiones fueron asesinados numerosos notarios®.

El 14 de abril de 1931 vio la luz la Il Republica Espafiola, que como escribié An-
tonio Machado “Con las primeras hojas de los chopos y las tltimas de los almendros,
la primavera traia nuestra Republica de la mano”, reinando un alborozo generalizado
en la poblacion, en sus plazas y rincones, pese a lo cual la Il Republica naci6 fragil, y
el desencanto pronto se vislumbro en los hombres y mujeres de aquella época. Este
periodo democrético se desarrollé entre constantes desérdenes y alteraciones de la
Constitucidn republicana de 1931, que vio suspendidas sus garantias en muchas oca-
siones, reinando un ambiente de huelgas, motines e intentos de sublevacion contra los
sucesivos gobiernos republicados de Azafia, Lerroux y Martinez Barrios.

Las mas de mil Notarias existentes en los afios treinta en Espafia, constituian un
nucleo publico donde se redactaban miles de documentos de los que antes hemos
hecho mencidn, contando con personal comprometido y cualificado.

Para el régimen franquista el notario constituia una figura muy relevante, aureo-
lada de gran dignidad, que unida a los principios de seguridad, orden y tradicion le
convertian en un colaborador necesario para el establecimiento de la paz social bus-
cada despues de la contienda.

Al poco de terminar la guerra, en la reunién de junio de 1940, se abord6 como
modernizar el Notariado, y entre las medidas adoptadas estuvo conservar la notaria

" GARCIA DE CORTAZAR, F., y MARTIN DE LA GUARDIA, R. (2012). Comparece: Espafia. Madrid: Es-
pasa, p. 266.

8 No en vano, como determina el art. 348, letra i) se considera infraccién muy grave “Toda actuacion
profesional que suponga discriminacion por razon de raza, sexo, religion, lengua, opinion, lugar de
nacimiento, vecindad o cualquier otra condicion o circunstancia personal o social.”

9 Durante la contienda, la Comision de Justicia se vio obligada a publicar en el BOE el 7 de noviembre
de 1936 que las notarias, demarcadas en el territorio tomado por las fuerzas franquistas y pertenecien-
tes a colegios cuya capital estuviera en poder la Republica, quedaran incorporadas transitoriamente al
colegio mas cercano.
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en todas las cabezas de partido judicial o autorizar el uso de la maquina de escribir
para elaborar escrituras matrices.*

Por el Decreto de 2 de junio de 1944, se aprobd el vigente Reglamento Notarial,
que tenia unas minimas diferencias con respecto a su antecesor de la Republica de
1935. Aunque, claro esta, el articulo 6° del nuevo Reglamento negaba otra vez a las
mujeres la posibilidad de ingresar en el cuerpo de Notarios. Hubo que esperar hasta
el afio 1944, cuando Margarita Baudin gan la oposicion y tomo posesion ese mismo
afio: “Después de la guerra se decidio que las mujeres no podiamos ser notarios, ni
registradores, ni jueces, entre otras profesiones”, aunque se concedieran tres con-
vocatorias para poder presentarse. Como recuerda esta Notaria, en 1942 aprobé Con-
suelo Mendizabal y en 1947, Carolina Bono.*

4. ESTADISTICA CONTRACTUAL ESPANOLA DE 1931 A 1945

Algunos autores han afirmado que la guerra civil espafiola supuso un retroceso eco-
noémico de mas de veinte afios, sin entrar a valorar, en este momento, el retraso social
y democratico que ello significd para las generaciones venideras, amén del aisla-
miento internacional que perduraria durante décadas.

En aquellos afios el Notariado espafiol contaba con quince Colegios Notariales,
gue aglutinaban a los mil y pico notarios existentes y distribuidos por todo el terri-
torio nacional.

Esos Colegios Notariales se ocupaban de toda la actuacion y vida corporativa de
los Notarios de su territorio, comprendiendo diversas provincias, recabando los re-
sumenes estadisticos que recibian mensualmente de cada Notario a través de los in-
dices que se confeccionaban manualmente por el personal de la notaria.

Los citados Colegios eran los que enumeramos a continuacion resefiando las pro-
vincias que tenian a su cargo:

Albacete (Albacete, Ciudad Real, Cuenca y Murcia).
Baleares (Palma).

Barcelona (Barcelona, Gerona, Lérida y Tarragona).

10 GIMENEZ ARNAU, E. (1944). Introduccidn al Derecho Notarial, pp. 169-174.

11 El Notario de El Siglo XXI. Revista on line del Colegio Notarial de Madrid, n° 41, enero-febrero de
2012. Afortunadamente en el afio 2015, de los cerca de 3000 Notarios existentes en Espafia, el 29% de
los mismos son mujeres, y el 71% restante hombres, aunque en las Gltimas promociones los porcen-
tajes estan mas proximos.
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Burgos (Alava, Burgos, Logrofio, Santander, Soria y Vizcaya).
Céceres (Badajoz y Caceres).

La Corufia (La Corufia, Lugo, Orense y Pontevedra).

Granada (Almeria, Granada, Jaén y Mélaga).

Las Palmas (Las Palmas y Santa Cruz de Tenerife).

Madrid (Avila, Guadalajara, Madrid, Segovia y Toledo).
Oviedo (Oviedo).

Pamplona (Guiplzcoa y Navarra).

Sevilla (Cédiz, Cérdoba, Huelva y Sevilla).

Valencia (Alicante, Castellon y Valencia).

Valladolid (Leon, Palencia, Salamanca, Valladolid y Zamora)

Zaragoza (Huesca, Teruel y Zaragoza).

Excede de este trabajo la estadistica particular y concreta de cada provincia, ex-
tremo perfectamente posible. Hemos tratado de buscar una estadistica general en el
ambito nacional y no centrarnos en los territorios de influencia de los dos bandos
contendientes. Aunque si podemos afirmar que, los territorios que especialmente
vieron mermada su actividad comercial y contractual fueron los comprendidos en
los Colegios de Madrid y Barcelona, existiendo otros territorios que salieron mejor
parados como los pertenecientes a los Colegios de Sevilla y Burgos.

La Estadistica de los afios 1931 a 1936, reflejan una actividad global marcada por
la esperanza en los nuevos tiempos, el temor a una conflagracién atroz y constantes
motines y huelgas, lo que no permitié un gran crecimiento econémico en esa reciente
andadura politica. Se empez6 con unos nimeros que fueron decayendo afio tras afio.
Asi, si en el afio 1931 se firmaron 1.017.829 instrumentos publicos, en el afio 1937
dicha cifra baj6 a 235.447 escrituras (mas del 76% de disminucion).

En este periodo la contratacion inmobiliaria se mantuvo durante los dos primeros
afios (190.869 y 190.203 escrituras de compraventa), disminuyendo en los afios si-
guientes, llegando al afio fatidico de la guerra (1936) a la cifra de 88.639 escrituras
de compraventa (—46%).

Es interesante descubrir que con el nacimiento de la Republica se autorizaron
cerca de medio millon de actas de protestos de documentos de giro (letras o pagarés),
lo que significaba que la gente compraba, vendia y se obligaba al pago mediante la
emision de letras de cambio y, ante el impago, se formalizaba el protesto notarial.
Esta cifra no se repetiria hasta pasados muchos afios (258.564 actas de protesto se
autorizaron en el afio 1945), lo que trasluce una clara contraccion en las transaccio-
nes comerciales existentes.
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Paralelamente a este dato, podemos destacar la carencia de crédito a las empresas
y familias, pasando de las 32.008 escrituras de préstamo del afio 1931 a poco més de
3.000 escrituras en los afios 1937 y 1938.

En cuanto a la estadistica relativa a otros tipos de documentos notariales mani-
fiestan una similar disminucién.*

Después de mas de setenta afios, la lectura que podemos hacer de la estadistica
contractual notarial de los afios de la Guerra (1936 a 1939), como es l6gico suponer,
es tremendamente negativa. Si en el afio 1936 se firmaron 88.639 escrituras de com-
praventa y 14.350 de préstamo, en el afio siguiente 1937, donde los datos fueron
mucho peores, se autorizaron Gnicamente 31.346 y 3.091 escrituras de compraventa
y préstamo, respectivamente. En este afio la guerra se cebd, como deciamos, con
Barcelona, Madrid y Valencia.

También, es palpable que la Espafa de los afios treinta era principalmente rural,
pues la estadistica marca poca creacién de empresas y actividad mercantil. Asi en el
afio 1931 sélo se crearon o intervinieron 2.665 escrituras de constitucion de empresas
o de disolucion, suma que tuvo poco crecimiento en los afios siguientes.

En la primera etapa de la dictadura, la Estadistica contractual reflejaba un leve y
continuo crecimiento en las escrituras autorizadas por los Notarios, donde pasada la
contienda bélica, se abrieron nuevos horizontes para los ganadores que se tradujo,
poco a poco, en volver a una actividad casi normal.

Es innegable que, pese a los cambios de sistema politico, de la guerra y posguerra,
y de la dictadura, la gente com(n que va a las Notarias hasta en los peores momentos,
acude a hacer su testamento (95.499 en 1931, 36.659 en 1937 y 116.644 en 1945), 0 a
firmar capitulaciones matrimoniales o poderes, lo que evidencia que la gente contrae
matrimonio, se emancipa, se endeuda, compra y vende inmuebles, como si lo que su-
cediese a su alrededor no le afectase en modo alguno. Posiblemente sea inherente-
mente al ser humano, un espiritu de supervivencia y olvido del pasado tragico.

En aquellos afios treinta, la mayoria de la poblacién no podia acceder a la propie-
dad, salvo las clases medias y altas, muy reducidas en nuestro pais. La contratacion en
las zonas rurales se hacia verbalmente, estrechando la mano o documentada en simples
contratos privados que no accedian al Registro de la Propiedad. Hubo que esperar a
los afios sesenta con el boom inmobiliario para ver un crecimiento espectacular en la
adquisicion de inmuebles por parte de sectores humildes de la poblacion.

Como podia esperarse, una vez terminada la guerra se intensificaron las escrituras
de herencias, pasando de realizarse 23.789 escrituras particionales de herencia en el

12 LLos anuarios de los afios 1936 y 1937, algunos de los datos de ciertas Notarias de Teruel y Huesca
no se aportaron. Como dice el anuario de estos afos “A consecuencia de las anormales circunstancias
no se han recibido los datos referentes a estas Notarias”. Por su parte, en el afio 1938 no se reflejaron
los datos del Colegio de Baleares.
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afio 1936 a 36.702 en el afio 1940 (+35%), lo que indica las graves secuelas y falle-
cimientos derivados de la guerra.

A continuacion, queremos realizar unos graficos que ponen de relieve la estadis-
tica notarial en algunos aspectos puntuales.
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Es facilmente verificable los afios negros de la guerra, donde la intervencion no-
tarial en todos los territorios y en todos los diferentes tipos de documentos sufri6 una
merma extraordinaria, evidenciando igualmente, que los primeros afios de la dicta-
dura en cuanto a los nimeros totales tendrian que esperar muchos afios hasta igua-
larse a los primeros afios de la Il Republica, que como hemos manifestado estuvieron
marcados por gran desorden social y politico.
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Igualmente, el gréafico precedente es significativo y llamativo. En el citado pe-
riodo el acceso al crédito sufrié una disminucién importantisima, Ilegando en los
afios 1937 y 1938 (3.091 y 3.873 escrituras de préstamos, respectivamente).

Se puede apreciar que el peor afio de la Republica fue mejor que los primeros seis
afios de la dictadura franquista, lo que demuestra, la gran dificultad de la sociedad
para emprender nuevas actividades al contar con poco nivel de crédito externo.

Como era l6gico suponer, tras una conflagracién bélica, las bajas en vidas humanas
resultan evidentes. La estadistica notarial que figura méas abajo indica claramente que
en la posguerra la formalizacion de escrituras de herencia experiment6 un notorio cre-
cimiento, existiendo muchas méas escrituras de herencia que en cualquier afio de la
Republica, manteniéndose en niveles muy superiores a los conocidos anteriormente.
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En este apartado, tenemos una foto fija muy relevante. Durante los afios de la Re-
publica hubo una regular y constante estadistica respecto a las compraventas y contra-
tos autorizados en las Notarias espafiolas. No existe un gran crecimiento, como espe-
rando a que se despejaran las dudas sobre la implantacion de dicho sistema politico.

Naturalmente, durante los cuatro afios de la Republica, sobre todo en 1937, la

caida fue importantisima ( —31.346 escrituras).
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Por el contrario, durante los primeros afios del régimen franquista se experimentd
desde 1940, un notable crecimiento que se mantuvo por encima de todo el periodo
republicano.

5. CONCLUSIONES

La Estadistica notarial espafiola tiene un campo propio y exclusivo de toda la actividad
contractual que, la historia y los estudiosos de la estadistica deben reconocer y apreciar.

En los Anuarios que edita la Direccién General de los Registros y del Notariado
desde el afio 1905, se puede verificar, pormenorizadamente, la intervencion de los
Notarios de cada rincon de nuestro pais en el otorgamiento de todo tipo de escrituras
publicas, desde testamentos a compraventas.

Podemaos afirmar, con gran orgullo, que el padre de la Estadistica contractual no-
tarial fue Gonzalo de las Casas, que alla por el afio 1877, public6 una obra titulada
“Guia Estadistica”, donde por primera vez, dibujé como y por qué debia realizarse
una estadistica de toda la actuacion notarial, marcando el rumbo a seguir para los
futuros notarios. Habria que esperar un cuarto de siglo para que se empezara a reco-
ger datos estadisticos de la intervencidn notarial.

Hemos realizado un trabajo de investigacion de quince afios (1936-1945), con
miles de datos extraidos de los citados Anuarios, que contienen la actividad de los
respectivos Colegios Notariales existentes en dicho periodo. La eleccion de dichos
afios, es para mostrar al lector las variables que un pais experimenta en su estadistica
contractual en tiempos convulsos, como fue nuestra guerra civil.

Por Gltimo, este trabajo lo he realizado en homenaje al Notariado, una profesién
historica, comprometida con la sociedad, al servicio de la paz, la seguridad juridica
y la fe pablica, como preconiza el lema notarial “Nihil Prius Fide”.

BIBLIOGRAFIA

GARCIA COLLANTES, J.M. “Vuestros compaiieros de viaje”. Escritura PUblica. N° 94. Julio-
agosto de 2015, p. 7.

GARCIA DE CORTAZAR, F., y MARTIN DE LA GUARDIA, R. (2012). Comparece: Espafia. Madrid:
Espasa, p. 266.

GIMENEZ ARNAU, E. (1944). Introduccidn al Derecho Notarial, pp. 169-174.

GONZALO DE LAS CASAS, J. (1877). Guia Estadistica del Notariado Espafiol. Madrid: Gaceta
del Notariado.

NAGORE YARNOZ, J.J. (1997). Historia del lltre. Colegio Notarial de Pamplona. Pamplona.

OTEROY VALENTIN, J. (1933). Sistema de la funcién notarial. Barcelona: Artes Gréaficas Igualada.

PEREZ SANZ, A. “José Luis Diez Pastor”. El Notario de El Siglo XXI, nim. 37, mayo-junio
2001.



JUAN CARAMUEL (1606-1682):
UN MATEMATICO

DEL SIGLO XV,

CON PROYECCION
INTERNACIONAL

MIGUEL ANGEL GOMEZ VILLEGAS

Presidente de la Asociacién de la Historia
de la Estadistica y de la Probabilidad de Espafia
Instituto de Matematica Interdisciplinar

1. INTRODUCCION

En este trabajo se incluye un breve resumen de la vida del fraile cisterciense Juan
Caramuel Lobkowitz, para pasar después a comentar sus contribuciones a la mate-
matica y especialmente al campo de la probabilidad y de la estadistica apoyado en
los trabajos de varios autores. Caramuel es uno de los contraejemplos a lo que se ha
dicho, desgraciadamente por gente de alto nivel cientifico espafiol, respecto a que
los espafioles no hemos contribuido apenas al campo de las ciencias. Cuando por su
profesion o los medios econdémicos familiares han podido romper su aislamiento,
han alcanzado un nivel cientifico y realizado una investigacion intercambiable con
la de las maximas figuras de su época. Caramuel es uno de estos ejemplos. Se incluye
un comentario biografico, se comentan algunos articulos sobre €l y se termina con
unos comentarios bibliogréficos.
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MUEL DE LOBKOWITN ,
LID Lo Epize.Campan. ac Viggan. abiit
Anna. 1682

OANNE S C2
Hepanus, ex Ord. Gt

Figure 1
Retrato de Juan Caramuel Lobkowitz

2. COMENTARIOS BIOGRAFICOS

Naci6 en Madrid el 23 de mayo de 1606 y muri6 en Vigevano, en la Lombardia cerca
de Milén, el 8 de setiembre de 1682. Estudio humanidades y filosofia en la universi-
dad de Alcala de Henares, e ingreso6 en la orden del cister en el Monasterio de la
Espina —cerca de Medina de Rioseco en Valladolid— se formé en teologia en el
Monasterio de Santa Maria del Destierro (Salamanca) fue profesor en los colegios
del cister en Alcala y Palazuelos (Valladolid), viajé a Portugal y a Bélgica y se doc-
tor6 en teologia en la universidad de Lovaina.

En cuanto a su carrera religiosa fue abad de Melrose en Escocia y de los benedicti-
nos en Viena, vicario del arzobispo de Praga y del cister en Inglaterra. Obispo coadju-
tor en Maguncia, se trasladé a Roma, donde obtuvo el favor del papa Alejandro VII,
de quien recibi6 el nombramiento de obispo de Satriano y Campagna, y posteriormente
de Vigevano, proximo a Milan, donde acab0 sus dias. Era un hombre del renacimiento,
con una gran curiosidad, autor de numerosas obras, fue llamado el Leibniz espafiol, y
se le atribuyen doscientos setenta y dos titulos, de ellos sesenta impresos.

Los campos a los que se dedicé Caramuel son de lo mas diverso, escribi6 sobre
literatura, teatro, poesia, pedagogia, criptografia, filosofia, historia, politica, musica,
pintura, escultura, arquitectura, matematicas, fisica y astronomia. Zamenhof, el crea-
dor del esperanto, lo cita entre los precursores de la idea de crear una lengua univer-
sal. Era un gran conocedor de las lenguas hebrea y arabe, lo que le permitio escribir
una refutacion del Coran, también es autor de una gramatica del chino.
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3. COMENTARIOS DE ARTICULOS PUBLICADOS SOBRE CARAMUEL

El primer comentario que quiero recoger es el contenido en el libro de Todhunter
(1865), este comentario esta referido al estudio de la combinatoria y al Célculo de
Probabilidades, que han sido las partes de la obra de Caramuel que més han atraido
a la critica no espafiola, asi Todhunter (1865) en la pag. 44, se refiere a la combina-
toria diciendo que constituye una exposicién moderna de la teoria y que recoge co-
rrectamente las variaciones, las combinaciones y las permutaciones, asi como las
mismas con repeticion.

Respecto al Calculo de Probabilidades, al que Caramuel llama “Kybeia”, palabra
griega que significa juegos de dados, dice Todhunter (1865) que es el segundo tratado
gue se publica en la historia, despues del de Huygens De Ratiociniis in Ludo Aleae
(1656) (Del Razonamiento en los Juegos de Azar), sobre Célculo de Probabilidades.

Todhunter (1865) en su capitulo VI recoge:

Un jesuita llamado Juan Caramuel public6 en 1670 bajo el titulo Mathesis Biceps
dos volumenes de un libro de matematicas; al comienzo del mismo estan incluidos los
trabajos del autor y dice que el libro contendra cuatro volimenes.

Existe una seccion llamada Combinatoria que ocupa desde la pagina 921 hasta
la 1036 y parte de ella esta dedicada a nuestro tema [el Calculo de Probabilidades].

La opinién de Todhunter del trabajo de Caramuel es bastante positiva, sin em-
bargo, un poco mas adelante, en el mismo texto, incluye un comentario, esta vez
bastante negativo, sobre el trabajo de Caramuel dado por Nicolas Bernoulli, en el
sentido de que no aflade nada a la tesis doctoral que Nicolas ha realizado. En mi
opinion, el trabajo de Caramuel es el segundo después del de Huygens, lo que le da
gran importancia, y creo que los inconvenientes que sefiala Nicolas van en la linea
de defender los resultados que estan contenidos en su tesis. Problemas de este tipo
se repiten sobre todo dentro de la familia Bernoulli. Todhunter (1865) en su parrafo
76 dice:

Nicolas Bernoulli ha exagerado los errores del jesuita. Caramuel [dice Todhun-
ter] aborda los siguientes aspectos correctamente: el calculo de las probabilidades
de los resultados posibles al tirar dos dados; el caso mas simple del Problema de los
Puntos con dos jugadores; la probabilidad de obtener al menos un uno al tirar uno
dos o tres dados; resuelve el juego Passe-Dix.

Se equivoca al resolver el Problema de los Puntos con tres jugadores, que él
aborda en dos casos particulares, y también se equivoca en otros dos problemas, uno
es el problema namero catorce de Huygens y el otro es uno analogo.

La manera correcta de resolverlo puede verse en Todhunter (1865). Es curioso el
que tanto los Bernoulli como Todhunter digan que Caramuel es jesuita y no cister-
ciense, que es lo que en realidad era. En aquella época los jesuitas eran la orden
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religiosa mas avanzada, Caramuel estaba en linea con los aspectos cientificamente
mas novedosos y quiza sea esto lo que explica la confusion; asi rechaza la escolas-
tica, se rebela contra la autoridad de Aristételes y adopta el mecanicismo cartesiano,
en teologia fue molinista' y en moral probabilista, anticipando la nocién de probabi-
lidad que posteriormente va a ser recogida por Pascal en su famoso epistolario con
Fermat. Quizé por esto, sin afinar demasiado tanto Todhunter como Nicolas Bernou-
Ili le asocian con la orden mas progresista de los jesuitas y no con el cister.

La segunda publicacién que voy a comentar es la de Fernandez Diéguez (1919),
un catedratico de matematicas de instituto de A Corufia que reivindica la figura de
Caramuel en la misma linea que el autor de este articulo, y que recoge algunos co-
mentarios sobre la vida del mismo. En concreto comenta que, siendo ya profesor en
la universidad de Lovaina, contribuy0 a la defensa de las murallas de la ciudad que
fue cercada por un poderoso ejército protestante de holandeses y franceses. Lo
mismo hizo en Praga cuando ésta fue cercada por los suecos, en 1648, lo que le valié
el reconocimiento del rey de Espafia Fernando Ill. En el articulo de Diéguez esta
recogida la cita que de Caramuel hacian sus contemporaneos:

Si Dios dejase perecer las ciencias todas en todas las universidades del mundo,
como Caramuel se conservase, él solo se bastaria para restablecerlas en el ser que
hoy tienen.

El tercer articulo que consideraré se debe a Garma (1980) y es un resumen de su
tesis doctoral. En él sefiala que las contribuciones de Caramuel son: al estudio de los
sistemas de numeracion, a la triseccion del angulo, al descubrimiento del cologa-
ritmo, a la combinatoria y al Célculo de Probabilidades. Con referencia a los sistemas
de numeracién, Caramuel hace la primera exposicion completa de los sistemas de
numeracion y en ello estoy de acuerdo con Garma. Podemos afirmar, sin ninguna
duda, que Caramuel comprende y sitla en su contexto el significado de los logarit-
mos. Un estudio més detallado de su célculo de logaritmos y de los sistemas de nu-
meracion puede verse en el trabajo de Garma (1978).

El segundo tema matematico estudiado por Caramuel es el de la triseccion del &ngulo,
y es el Unico problema geométrico que abordd, aqui la contribucion es comentada por
Pefialver y Bachiller (1930) en el discurso inaugural de comienzo del curso en la univer-
sidad de Sevilla, donde curiosamente se sefiala que Caramuel no advirtié que la solucion
que habia dado era aproximada, lo que parece un comentario al menos extrafio.

El siguiente problema tratado por Caramuel es el de los cologaritmos, aqui tam-
bién el comentario esta hecho por espafioles, Fernandez Diéguez (1919) quién dice
algo sorprendente: que después de hacer un estudio preciso no obtiene las conclusio-
nes debidas.

1 Seguidor de la teoria del jesuita espafiol Juan Molina, que explica la aparente contradiccion entre el
conocimiento que Dios tiene de lo que cada uno vamos a hacer con el libre albedrio del hombre.
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El siguiente estudio utilizado ha sido un articulo de Martin-Pliego y Santos del
Cerro (2002) en el que se recogen un comentario de las contribuciones de Caramuel
al Célculo de Probabilidades. En este trabajo se hace justicia al papel desarrollado
por Caramuel y se estudia el Problema de los puntos explicando con detalle lo que
hace bien y la parte donde éste se equivoca; basicamente Caramuel empieza bien la
resolucion del caso particular de repartirse 36 monedas entre dos jugadores que han
apostado a sacar 6 y 7 como suma con dos dados y que van tirando sucesivamente
los dos, dice que ha de hacerse proporcional a lo que le falta a cada uno para obtener
6y 7, pero curiosamente divide el resto del fondo por dos en lugar de continuar con
el razonamiento que llevaba, que era el correcto; ha de tenerse en cuenta que en este
tiempo la probabilidad no existe.

Hald (1990) habla también sobre Caramuel en la pagina 184 de su conocido libro,
donde recoge entre las contribuciones a la probabilidad publicadas entre 1657 y 1708
la figura de Caramuel, pero lo hace a través de Todhunter, en concreto dice que en
1670 publico un libro de matematicas Mathesis Biceps que contiene una seccién so-
bre combinatoria en la que recoge “resultados bien conocidos”, una reedicion del
trabajo de Huygens, atribuido al astrbnomo danés Longomontano, y algunos intentos
de Caramuel para resolver problemas elementales en juegos de azar que sin embargo
no van mas alla de los resultados del tratado de Huygens.

4. CONTRIBUCIONES DE CARAMUEL EN LA KYBEIA

Se dispone de una traduccién al castellano hecha por Martin Pliego y Santos del
Cerro de la Kybeia, en la que se puede leer y colocar en su justo lugar el trabajo en
probabilidades de Caramuel respecto a la combinatoria y la Kybeia, que constituye
la parte XXIII y XXIV de la “Mathesis Biceps”, por lo que es éste el texto que he
utilizado para realizar los comentarios siguientes. Caramuel comienza definiendo lo
que ¢l entiende por Kybeia, “que es el género de la combinatoria que trata ordena-
damente sobre la suerte y los juegos de azar”. Determina cuanto puede exponerse y
cuanto cobrar en los juegos que dependen de la suerte para que exista la necesaria
equidad, y ésto se prueba con sélidos argumentos.

A continuacion, incluye el parrafo nimero XLIX en el que habla del inventor de
los dados —Palamédes, hijo de Nauplio, durante el sitio de Troya, para el entreteni-
miento de los soldados— y en este mismo parrafo nimero XLIX dice Caramuel:

En los juegos de suerte, que dependen solo de la fortuna, se debe observar en todo
momento la justicia

Explica también que la justicia es lo que nosotros llamamos ahora juego limpio,
y curiosamente dice que para establecer la justicia se necesita un te6logo y para es-
tablecerla en una competicion se necesita recurrir a la matematica.
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El texto esta dividido en cuatro articulos:
Articulo I. De los dados, parrafo nimero L al LVI donde describe varios
juegos de dados gue son jugados en Espafia.

Acrticulo Il. De aquellos que abandonan el juego ya comenzado, parrafo
namero LVII al LXIX.

Articulo I11. Acerca de quién apuesta que, en la primera, o0 en la segunda, 0 en
la tercera, etc. va a sacar determinado namero, parrafo nimero LXX al LXXIII.

Acrticulo IV. Del juego llamado Meta Seca, mas alla de diez, al que en es-
pafiol se le da el nombre de Pasa-Diez, parrafo nimero LXXIV al LXXVIII.

El texto termina con una nota, el parrafo nimero LXXVIII, XIV Proposiciones
contenidas en el libro de Huygens y afiade 5 proposiciones mas y 5 problemas de los
cuales el segundo y el tercero no tienen solucidn, pero a todos los demas puede darse
ésta mediante lo expuesto en el Articulo 111,

Con referencia a los resultados que conoce recogidos en su Kybeia debemos decir que
sabe la manera de obtener distintos valores como suma de dos dados y dice que “7 es el
mejor ntimero”, lo hace en el parrafo LII, hoy diriamos el mas probable para la suma.

También conoce con total precision, la nocién de “juego justo”, dice en el parrafo
LI11, si en un juego puedes perder aquello cuanto puedas ganar el juego es equitativo
y justo; es desigual y malo,

si puedes ganar mas de lo que puedes perder y al contrario”,

Sabe la manera en que deben repartirse las apuestas cuando el juego no puede
terminarse, proporcional al nimero de partidas que a cada jugador le faltan para lle-
gar al final, lo hace en el parrafo L1X, pero se equivoca al obtenerlo.

Obtiene el valor esperado de un juego, en la Proposicién I, aunque se equivoca al
enunciarla como

. a+b
tener tres esperanzas iguales de obtener a o b me vale T

Cuando deberia haber enunciado “tener dos esperanzas iguales de obtener ao b

a+b
me vale ——”

5. COMENTARIOS BIBLIOGRAFICOS Y CONCLUSION

Terminamos este estudio con unos comentarios bibliograficos para poner de mani-
fiesto las contribuciones del autor, a la historia del célculo de probabilidades y de la
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estadistica y algunos escritos importantes. El Ensayo de Bayes (1764) fue traducido
al castellano por primera vez por Girén et al. (2001), entre quienes estaba el autor de
este articulo. En Gomez Villegas (1994) puede verse un estudio sobre el problema
de la probabilidad inversa. El desarrollo de los métodos frecuentistas y bayesianos
puede verse en el libro, del que se han hecho ya tres reimpresiones, de Gomez Ville-
gas (2005, 2011, 2014). En Hald (1990) y Hald (1998) se puede consultar un estudio
historico muy interesante que abarca desde antes del 1750 y desde 1750 hasta 1930
respectivamente. En castellano puede consultarse De Mora (1989) que esté siendo
actualizado por ella misma y el autor de este articulo. Un estudio de las contribucio-
nes de Fisher a la estadistica puede verse en Giron y Gomez Villegas (1998). Un
interesante estudio historico sobre probabilidad y estadistica puede consultarse en E.
Pearson (1978). En Stigler (1986) se puede ver un estudio actual de la evolucién de
las ideas de la probabilidad y de la estadistica, llevado a cabo por un historiador y
estadistico con un fino sentido del humor.

Por altimo, esperamos que este articulo contribuya a situar, en su sitio correcto
las contribuciones de Caramuel al célculo de probabilidades.
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1. INTRODUCCION

Nos encontramos inmersos en la Era de la Informaciéon donde los ordenadores se
encuentran presentes en todos los &mbitos de nuestras vidas, desde el laboral al per-
sonal, los sistemas informaticos se encuentran ahi, ayudandonos a tomar decisiones
o realizando tareas automatizas a velocidades de vértigo. Pero el exceso de mecani-
zacion también trae consigo algunos problemas. Uno de los méas complejos es el que
deriva del exceso de datos.

El exceso de datos, que no de informacidn, el ruido, es un enemigo invisible en
esta Era de la Informacion. Cuando realizamos una simple busqueda en un buscador
cualquiera en Internet, podemos obtener millones de resultados que deberemos filtrar
de una u otra manera hasta llegar al resultado deseado. En ocasiones la dificultad
estriba en saber si ese resultado es siquiera correcto o simplemente esta posicionado
ahi porque el algoritmo de busqueda asi lo haya decidido.

Es dentro de esta aparente complejidad donde la estadistica se ha posicionado
como una herramienta basica para ayudarnos a manejar ingentes cantidades de datos
y extraer la informacién relevante. Desde los primeros paquetes estadisticos apare-
cidos el siglo pasado hasta el moderno paradigma del Big Data, la estadistica ha
estado siempre ahi presente.

131
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2. CONTEXTUALIZACION

Vivimos inmersos en un mundo en el que los datos fluyen de multiples dispositivos
y crecen de manera exponencial, o que se conoce como era de la informacién. Las
empresas con mas éxito en nuestros dias son aquellas que han logrado analizar todo
este flujo de datos generando la tecnologia y las herramientas estadisticas necesarias
para desarrollar su propio modelo de negocio con una ventaja competitiva respecto
al resto. Los datos siempre han estado ahi pero su diferente tipo y las nuevas formas
de aplicacion se han visto condicionadas por la tecnologia y la mejora en el software
estadistico. Hoy en vez de hablar en términos de secciones censales, hablamos en
términos de hogares individuales o, mejor aun, los miembros de la familia.

Si hacemos un repaso hace setenta afios nos encontramos con los primeros inten-
tos de cuantificar la tasa de crecimiento del volumen de datos o lo que popularmente
se conoce como la “explosion de la informacion” (un término usado por primera vez
en 1941, segln el Diccionario de Inglés de Oxford). En esta misma linea, el término
Big Data es tan genérico que la bisqueda de su origen esta condicionado a un signi-
ficado gue ha evolucionado con el tiempo. La aplicacion del Big Data, tal como la
conocemos hoy, se considera vinculada a nuestros dias, pero su origen podemos de-
cir que viene de hace mas tiempo. Big Data ha crecido en importancia en los ultimos
afios debido a la difusion de su aplicacion, a través de areas que van desde la predic-
cién para el analisis de las tendencias de negocios, lucha contra la delincuencia y la
prevencion de epidemias, etc.

Tras consultar referencias bibliogréficas sobre el origen de Big Data existen ambi-
gliedades sobre a qué autor atribuir el término Big data. Erik Larson 1989 escribi6 un
articulo para la revista de Harper’s en el que hace referencia a este término, aunque
con un significado muy diferente al que hoy tenemos. El articulo analiza la industria
del marketing directo y su practica de combinar los datos para analizar el perfil de
consumo, incluye esta reflexion: “Los guardianes de los grandes datos dicen que lo
hacen para el beneficio del consumidor. Pero los datos tienen una manera de ser utili-
zados para fines distintos de la intencion original™. (Larson, Erik (1989), “What Sort
of Car-rt-sort Am |,” Harper’s Magazine, July, pp. 64-69.). El autor mas reconocido
que utiliza por primera vez la expresion Big Data, es a John Mashey, jefe cientifico de
Silicon Graphics en la década de 1990. Aunque no existen articulos académicos para
apoyar esta contribucion si lo avalan las charlas a grupos pequefios en la década de
1990 para explicar el concepto. Al economista Francis X. Diebold si se le pueden atri-
buir los primeros articulos académicos relacionados con el término Big Data y su apli-
cacion. Su investigacion “Data’ Dynamic Factor Models for Macroeconomic Measu-
rement and Forecasting” publicada en 2004 es un claro ejemplo de ello.

Para definir de un modo univoco en qué consiste y qué retos conlleva Doug Laney
en 2001 definid las 3 V para Big Data: “Volumen, Velocity, Variety” (Volumen,
Velocidad, Variedad). Las conocidas como “3VS” se han convertido en las tres di-
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mensiones que definen Big Data pero que con el paso de los afios han ido evolucio-
nando. En 2011 ha llegado a identificar doce dimensiones de la gestién de datos. Lo
gue empezd siendo analizar una serie de datos, que tenian cabida en una hoja de
calculo, ha pasado convertirse en gigantescas cantidades de datos que estan almace-
nados en ‘la nube’. Esta nube (Cloud Computing) es un nuevo modelo de prestacién
de servicios, de informacidn y aplicaciones a través de Internet donde la mayoria del
software se ejecuta en la propia Red.

En esta linea, en 2007, John F. Gantz, David Reinsel y otros investigadores de IDC
elaboran el informe “El Universo Digital Expansion: Un prondstico del crecimiento
de la informacién en el mundo en 2010”. Es el primer estudio para estimar y pronosti-
car la cantidad de datos digitales creados y usados cada afio. El informe pone de ma-
nifiesto que hay una gran brecha existente entre ambos. En afios posteriores, 2010 y
2012, se elaboraron dos versiones del mismo estudio. Para el aflo 2012 Unicamente el
23% de los datos podrian ser Utiles si estos estuvieran bien etiquetados y analizados.

Estas no son las Unicas referencias que tenemos de Big Data y de la creciente
cantidad de datos digitales. Son numerosos los estudios realizados durante estos afios
considerando que las empresas estdn encontrando son nuevas fuentes de datos, nue-
vas formas de analizar los datos y nuevas formas de aplicar el andlisis a la empresa
con el objetivo prioritario de aumentar los ingresos en las empresas.

“Big Data es un término que describe un gran volumen de datos, velocidad, datos
complejos y variables que requieren técnicas y tecnologias avanzadas para permitir
la captura, almacenamiento, distribucion, gestion y analisis de la informacion”. (Co-
mision Federal de Big Data de TechAmerica Fundacion 2012)

3. UNA BREVE HISTORIA DEL SOFTWARE ESTADISTICO

Desde principios de los afios 80 del siglo pasado, con la llegada de los ordenadores
personales o la aparicion de los primeros sistemas operativos orientados al usuario
doméstico, la industria informética empez6 a ofrecer herramientas que realizaban las
funciones estadisticas mas comunes a unas velocidades increibles y que ademas nos
permitian visualizar los resultados.

Todo ello supuso un avance increible en practicamente todas las ramas del cono-
cimiento actual: desde estudios médicos a censos demograficos, pasando por las fi-
nanzas, el marketing o los transportes. En la actualidad es indiscutible la importancia
que la estadistica computacional tiene en nuestras vidas.

A continuacion, se presentan algunas de las herramientas estadisticas mas cono-
cidas en la actualidad, intentando diferenciar entre aquellas que proporcionan una
interfaz gréfica y lenguaje de programacion propio, de las que simplemente propor-
cionan lo segundo.
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4. LOS PAQUETES ESTADISTICOS CLASICOS

4.1. Statgraphics

Statgraphics es un paquete estadistico creado en 1980 por el Dr. Neil Polhemus y
que permite la ejecucion y visualizacién de funciones estadisticas basicas y avanza-
das. La versién actual del programa, Statgraphics Centurion XVII, fue lanzado en
2014. Este programa se emplea con frecuencia en metodologias de mejora de proce-
sos de produccién en cadena como el Seis Sigma (Statgraphics, 2015).

4.2. Eviews

La primera version es creada en 1994 y sustituye el MicroTSP. La version actual de
Eview es la 8 que fue lanzada en 2013. Es un paquete estadistico para sistemas ope-
rativos Windows empleado para el analisis estadistico general, pero es especialmente
atil para realizar analisis econométrico, como modelos de corte transversal, datos en
panel y estimacidon y prediccion con modelos de series de tiempo. Fue desarrollado
por Quantitative Micro Software (QMS). (Eviews, 2015).

4.3. Mathematica

Desarrollado en 1988 por Stephen Wolfram, Mathematica es un sistema integrado
gue proporciona miles de funciones estadisticas ya definidas, lo que permite la eje-
cucion y el desarrollo de complicados algoritmos matematicos necesarios en cual-
quier &mbito cientifico actual. Cuando se lanzé Mathematica 1.0 The New York Ti-
mes publico que “laimportancia del programa no puede ser pasada por alto”, y luego,
Business Week coloc6 a Mathematica entre los 10 productos nuevos mas importan-
tes del afio. (Wolfram, 2015).

4.4, Matlab

MATLAB es un software destinado en sus inicios a realizar calculos matriciales.
MATLAB fue creado a finales de 1970 por Cleve Moler. Pronto se extendié a otras
universidades y encontrd un gran uso dentro de la comunidad matematica aplicada.
Se ha convertido en uno de los entornos de computacién numérica mas avanzados y
empleados en la actualidad (Mathworks., 2015).

4.5. SPSS

SPSS es un programa estadistico muy usado en las ciencias sociales y las empresas
de investigacion de mercado dado su sencillez de interfaz en la mayoria de los ana-
lisis. Fue creado como el acronimo de Statistical Package for the Social Sciences. Se
crea con el principal objetivo de utilizar las estadisticas para convertir los datos en
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informacion de interés para la toma de decisiones. Entre 1969 y 1975 la Universidad
de Chicago, por medio de su National Opinion Research Center, estuvo a cargo del
desarrollo, distribucion y venta del programa. A partir de 1975 corresponde a SPSS
Inc. (SAS, 2015).

4.6. SAS

Es el més veterano de todos los paquetes clasicos pues fue desarrollado por la North
Carolina State University entre 1966 y 1976. En la actualidad se emplea fundamen-
talmente en entornos de mineria de datos (Business Analytics), transforma los datos
en informacién de valor que se pueda utilizar (SAS, 2015).

5. PROGRAMACION ESTADISTICA
51.R

Fue desarrollado en 1993. Su desarrollo actual es responsabilidad del R Develop-
ment Core Team. R proporciona un amplio abanico de herramientas estadisticas y
de graficas. R es un lenguaje de programacion empleado para computacion estadis-
tica y mineria de datos, y que ha ganado mucha popularidad recientemente gracias a
la proliferacion de campos como la Ciencia de Datos (R-Project, 2015).

5.2. Lapack

Es una biblioteca para el analisis numérico y algebra lineal, desarrollada original-
mente en lenguaje FORTRAN en el afio 1992. Proporciona funciones para la reso-
lucién de ecuaciones lineales, minimos cuadrados, descomposicién en valores pro-
pios, etc. (Netlib, 2015).

5.3. Pandas

Pandas es una biblioteca de cddigo abierto que proporciona herramientas y estructuras
de datos para el analisis de datos mediante el lenguaje de programacion PYTHON. Su
desarrollo es relativamente moderno, 2008, pero es hoy por hoy una de las bibliotecas
mas empleadas en computacion cientifica con PYTHON (Pydata, 2015).

5.4. Octave

GNU Octave es un lenguaje de programacion de alto nivel empleado principalmente
en computacién numérica y que emplea una sintaxis parecida a Matlab, si bien
Matlab proporciona una interfaz més completa ademas de un lenguaje de programa-
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cion propio. La primera version se liberd en 1988 y en la actualidad sigue siendo
muy popular (Octave, 2015).

6. EL PROBLEMA DE LA INGENTE CANTIDAD DE DATOS A PROCESAR

Si el problema de la gran cantidad de datos que una empresa, organismo publico o
un individuo pueden tener almacenados en sus dispositivos informaticos es ya de por
si suficientemente grande, a eso habria que afiadir el hecho de la gran mayoria de
estos datos tendran formatos diferentes, haciendo la ya de por si complicada tarea de
centralizar y gestionar esta marafia de datos, una tarea extremadamente compleja.

¢Coémo podemos dar sentido al gran volumen de informacion potencial? Datos
estructurados, no estructurados, en tiempo real, datos de marketing, operaciones, de
fuentes internas y externas, modelos predictivos e informacion pasada, etc.

Pensemos por ejemplo en compaiiias como Google, Facebook o Twitter. En la
actualidad los 6rdenes de magnitud en el campo del procesamiento de datos han
cambiado. Si bien antes se hablaba en términos de Gigabytes (10° bytes) almacena-
dos por hora, hace ya tiempo que las grandes empresas s6lo hablan de Terabytes
(10*2 bytes) o incluso Petabytes (10'° bytes).

Los sistemas clasicos de almacenamiento de datos, basados en grandes servidores
ejecutando gigantescas bases de datos relacionales® han quedado obsoletos para de-
terminadas tareas que requieren capacidades de almacenamiento y procesamiento de
datos cientos de veces superiores.

7. EL BIG DATA

La necesidad de computar y trabajar con estos volimenes de datos requiere un para-
digma nuevo, otra manera de aproximarse a este problema, y es aqui donde aparece
el Big Data.

Big Data (Datos Grandes seria una traduccion un poco forzada) es un término
empleado para describir una situacion, en la que el volumen y la variedad de los
datos, excede las capacidades de almacenamiento y procesamiento habituales afec-
tando a la toma de decisiones en unos parametros de tiempo adecuados.

El Big Data no es una Unica tecnologia sino una combinacién de nuevas y viejas
técnicas que permite a las organizaciones obtener una informacion adecuada, de ma-

1 Una base de datos relacional organiza los datos en tablas formadas por filas y columnas, con una clave
Unica por cada fila. Se puede afirmar que sigue un esquema estatico, rigido, y cuyo lenguaje de con-
sulta se llama SQL y se basa a su vez en el algebra relacional.
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nera relativamente rapida, a partir de grandes volimenes de datos dispares y sin re-
lacion aparente alguna.

A la hora de procesar estas enormes cantidades de datos, y a diferencia con los
sistemas clasicos relacionales que emplean grandes servidores, se hace necesario dis-
tribuir estos datos, el problema, en blogues méas pequefios y manejables, y repartirlos
entre diferentes computadoras para un tratamiento paralelo de los mismos. Estos ser-
vidores ejecutaran de manera coordinada una serie de tareas sobre su bloque de datos
y responderan con un resultado a un nodo o servidor central, que sera el encargado de
presentar la informacion final tras agregar todas las respuestas obtenidas.

Ademas de una ventaja clara en términos de almacenamiento, este modelo distri-
buido también proporciona ventajas en coste, puesto que se pueden emplear servi-
dores de bajo coste, y en fiabilidad, puesto que si un nodo falla el resto se hara cargo.
Cantidad sobre calidad.

7.1. Hadoop

Apache Hadoop? es un software de codigo abierto que permite la ejecucion de apli-
caciones intensivas de datos de manera distribuida sobre hardware econémico. Se
basa en las investigaciones y posteriores publicaciones de Google sobre el MapRe-
duce y el Google File System (GFS).

Hadoop proporciona una serie de bibliotecas para el procesamiento masivo de
datos distribuidos mediante lenguajes de programacion habituales y esta disefiado
para que sea facilmente ampliable (escalabilidad), permitiendo asi despliegues que
comiencen con un par de servidores y que puedan llegar facilmente a miles o decenas
de miles, todo ello sobre una plataforma que proporcione alta disponibilidad y que
sea tolerante a fallos.

Componentes

Los dos principales componentes de Apache Hadoop son HDFS y MapReduce. El
primero empleado para almacenamiento mientras que el segundo seria el procesa-
miento. Algo primordial a tener en cuenta es que tanto uno como el otro van de la
mano, pues lo que pretende es poder mover la capacidad de calculo de unos datos a
otros y no al revés. Es por ello que el almacenamiento no esté fisicamente separado
del procesamiento (Hortonworks, 2013).

2 High-availability distributed object-oriented platform.
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Figura 0.1
Componentes de Hadoop (Hortonworks, 2013)

HDFS

El Hadoop Distributed File System es un sistema de ficheros distribuido y escalable
gue proporciona el acceso a los datos almacenados en nuestro cluster. HDFS alma-
cena y replica cada blogue de datos de manera distribuida haciendo uso de los dife-
rentes nodos disponibles, proporcionando asi un acceso fiable y rapido a los datos.

Los diferentes componentes de HDFS son el NameNode, que seria el nodo maes-
tro que coordina y mantiene el sistema, los DataNodes, que serian los trabajadores
que proporcionan el almacenamiento, y por Gltimo el Secondary NameNode, respon-
sable de los chequeos periddicos para verificar la salud de nuestro clister.

MapReduce

MapReduce seria el componente que proporciona las capacidades de procesamiento
de datos distribuidos empleando el paradigma de programacion MapReduce. Este
paradigma de programacion se basa en dos tareas: map, que recibe un conjunto de
datos y lo convierte en otro conjunto de datos en donde los diferentes elementos se
han dividido en tuplas (clave, valor), y reduce, que recibe la salida de map y combina
todas esas tuplas para formar un conjunto menor.
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Figura 0.2
Fases en MapReduce (Gracia, 2013)

Los principales componentes de MapReduce son el JobTracker, que seria el nodo
maestro que gestiona los trabajos y recursos en el cluster, los TaskTrackers que se-
rian los nodos trabajadores y el JobHistoryServer, que mantendria un histérico sobre
los trabajos completado.

8. ESTADISTICA Y BIG DATA

Supongamos que queremos calcular la media aritmética de edad de todos los ciuda-
danos pertenecientes a la Unidn Europea, indicando ademas su desviacion tipica.
Segun datos de 2011, la poblacién conjunta de los 28 paises de la UE es aproxima-
damente 510.000.000.

Asumiendo que disponemos de los datos de edad para cada habitante en la web
de Eurostat, que es la oficina estadistica de la Comision Europea, procederiamos a
descargar los mismos en algin formato normalizado que se pueda interpretar facil-
mente por alguno de los paquetes estadisticos habituales.

Como bien es sabido, la media aritmética y la desviacion estandar se calculan
respectivamente como sigue:
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_ 1 +a,+---+a
X == ai a:l. 2 n
n4= n
2 1 N 2
s2=="(x —X)
Nz

donde n seria 510.000.000.

Es evidente que el cémputo de estos valores, aun empleando CPU de Gltima ge-
neracion, va a ser extremadamente costoso en términos computacionales, pero tam-
bién lento. Y esto es s6lo un ejemplo muy sencillo.

La aproximacion habitual a estos problemas ha sido tradicionalmente el mues-
treo, donde seleccionamos un subconjunto de nuestra poblacién lo suficientemente
representativa y calculariamos la media de este muestreo, que, con suerte, deberia
ser muy cercana al valor esperado para esa media respecto a la poblacion.

Ahora bien, si tenemos todos los datos a nuestra disposicién, por ejemplo, a través
de los censos nacionales de todos los paises de la UE, ¢por qué no utilizarlos?

Por suerte este problema tiene una no muy dificil solucién en nuestros dias. Y es
que empleando el paradigma MapReduce a nuestra coleccion de datos, podemos fa-
cilmente repartir el trabajo entre miltiples servidores para obtener un resultado mu-
cho mas répido.

Supongamos que disponemos de M servidores, cada uno de los cuales tiene un
Unico procesador disponible. Asi el nimero total de trabajadores seria también M.
Ahora, basta un vistazo rapido a la formula anterior de la media aritmética para dar-
nos cuenta de cada trabajador podria calcular su media aritmética “local”, sobre un
subconjunto de los datos (Map). En nuestro caso, habiendo M nodos, dividiriamos
los datos entre estos M nodos y calculariamos la media local. Posteriormente los
nodos, devolverian esos resultados al nodo maestro que los agregaria para presentar
el resultado final (Reduce).

Imaginese que disponemos de 1000 nodos para nuestro ejemplo la media de edad
europea. En ese caso cada trabajador calculara su media local sobre 5.100.000 de datos
y el nodo maestro calculard una media final sobre 1000 valores de medias locales.

En general si conseguimos expresar nuestro problema como un sumatorio de da-
tos, las posibilidades de paralelizacion con las tecnologias actuales son muy altas, lo
que nos llevara a ser capaces de manejar grandes cantidades de datos de una manera
mucho mas sencilla.

Ademaés, pensemos que la mayoria de servidores actuales no dispondran de un
unico procesador con un Unico nucleo, sino que encontraremos ejemplos con 8, 12,
24 o incluso mas nucleos en una sola maquina fisica, por lo que podremos emplear
también el paradigma MapReduce en estos casos de manera local y sin necesidad de
maltiples servidores.
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8.1. Splunk

Splunk es una plataforma software que permite integrar, transformar y visualizar datos,
procedentes de infinidad de fuentes (logs del sistema, bases de datos, aplicaciones,
datos estaticos, etc.), para generar asi inteligencia y proporcionar visibilidad al usuario.

En el caso concreto de las tecnologias de la informacidn, Splunk proporciona
Inteligencia Operacional, que proporciona informacién en tiempo real de lo que esta
ocurriendo en tu infraestructura informatica para que el usuario pueda tomar deci-
siones més acertadas (Splunk, 2015).

Componentes

Los principales componentes de Splunk son (Splunk, 2015):

e Apps: Aplicaciones que se ejecutan en Splunk. Por ejemplo, existe una apli-
cacion para integrar R con Splunk y permitir el analisis de datos empleando
este lenguaje, para luego pasar los resultados de vuelta a Splunk asi visuali-
zarlos o seguir procesandolos de alguna otra manera.

e Forwarder. Seria la instancia que recoge y envia datos a los servidores cen-
trales.

e Indexer. Es el componente que indexa y almacena los datos que recibe y los
transforme en eventos para permitir su basqueda.

e Receiver. Normalmente el receptor serd también Indexer, pero podria ser un
Forwarder, que entonces enviara los datos al Indexer.

e Search Head. Es la instancia que permite la gestién de basquedas, pero que
no realiza la basqueda en si, y el analisis en su interfaz grafica. Tampoco
guarda los datos.

e Search Peer. Normalmente el Indexer también seré el encargado de realizar
las solicitudes de busqueda que le llegan desde el Search Head.

MapReduce en Splunk

Splunk emplea el paradigma MapReduce de manera automatica cuando se ejecuta
una busqueda. En este caso el componente Seach Head realizard las tareas de Re-
duce, mientras que los nodos, Search Peers, ejecutaran la fase de Map coordinados
por el anterior (Splunk, 2011).

Hunk

Un componente opcional, pero que merece la pena destacar dentro de la infraestruc-
tura de Splunk, seria Hunk, el cual proporciona una capa de abstraccion entre Hadoop



142 HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA (VIII)

y Splunk, permitiendo asi la ingestion y analisis de datos almacenados en Hadoop a
través de la interfaz grafica de Splunk de una manera comoda y simplificada (Splunk
Hunk, 2015).

Anélisis de datos y toma de decisiones con los datos de ventas

Lo interesante de este programa es su analisis para que ayude en la toma de decisio-
nes. Para hacer este analisis mas sencillo, haremos uso de las capacidades gréficas
de Splunk y presentaremos esta informacion en un panel de control que posterior-
mente podremos compartir con direccién para que accedan via web, o si lo prefieren
mediante un PDF generado diariamente que les llegaria automaticamente por correo
eléctronico.

Este panel estara formado a su vez por cinco subpaneles:

e Subpanel 1: “Top 10 de ventas en los ultimos 7 dias”.

e Subpanel 2: “Top 5 de productos con mayor beneficio por venta”.
e Subpanel 3: “Top 5 de productos con peor beneficio por venta”.

e Subpanel 4: “Ventas por dia de la semana en el Gltimo mes”.

e Subpanel 5: “Comparacidn de las ventas por hora entre mejor y peor producto
frente a las ventas medias de todos”.

El resultado final de nuestro panel general seria el indicado en la Figura 4-3, el
cual nos proporcionaria informacion extremadamente (til para entender qué produc-
tos se venden mas y en cuales deberiamos poner mayores esfuerzos, dias de la se-
mana con menor tréafico, diferencia en los patrones de ventas entre productos estrella
y productos con poco mercado, etc.

Por ejemplo, es facil observar que los sabados nuestras ventas descienden consi-
derablemente respecto al resto de dias de la semana, por lo que quizas seria intere-
sante promocionar algun tipo de descuento ese dia para atraer asi a mas clientes. O
si en lugar de centrarnos en las ventas globales nos fijamos en las ventas por producto
y dia, podriamos llegar a la conclusion de que el cliente no compra determinados
productos los sabados y seria necesario buscar una explicacion al respecto para in-
tentar compensar esta pérdida de ventas de alguna manera.

Si pensamos que estos datos eran una minuscula parte de lo que una empresa
actual recoge a diario, nos daremos en seguida cuenta del potencial de este tipo de
herramientas, que basadas en la estadistica, nos pueden proporcionar a la hora de
tomar de decisiones, aunque es obvio que seré necesario el empleo tanto de especia-
listas informaticos como de expertos del negocio que entiendan cémo funciona la
empresa y sepan dar contexto a los resultados, previo a la toma de decisiones por
parte de los gestores.
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Panel resumen de ventas
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Otros casos de uso

Si bien el caso de los datos de ventas es un ejemplo tipico de libro en el uso de
Splunk, existen infinidad de posibilidades en otros campos y cuyo Unico requisito es
la ingesta de datos adecuados.

Si centrasemos el analisis de datos en los eventos del sistema operativo, seria muy
facil construir un modelo estadistico que definiese la media de accesos aceptados y
denegados por usuario y dia a un determinado servidor corporativo. Una vez creado
este modelo, Splunk nos permitiria definir una serie de alertas basadas en desviacio-
nes no esperadas del comportamiento habitual. Por ejemplo:

e Usuario A accede al sistema B tres veces por dia de lunes a viernes, pero este
viernes accedid veinte. Seria necesario entender qué ha pasado, por lo que
generaremos una alerta en forma de correo electrénico para que el equipo de
ciberseguridad lleve a cabo una investigacion.

e Usuario C falla al escribir su contrasefia una media de dos veces por semana,
pero durante la ultima hora se han producido diez accesos fallidos con este
nombre de usuario a diversos servidores de la empresa. ¢Se ha producido un
ataque informatico y alguien esta intentando usar las credenciales del Usuario
C para acceder a nuestros sistemas, o por el contrario el Usuario C no esta
teniendo un dia muy acertado?

Otro ejemplo sencillo seria si ademas de la informacién disponible en los datos del
ejemplo, tuviésemos acceso a métricas sobre porcentaje de uso de CPU, almacenamiento
y memoria en los servidores de la empresa. En este caso podriamos correlar esta infor-
macion con los datos del servidor Web para concluir si cuando existen picos de accesos
a nuestra Web, los servidores no se encuentran saturados en términos de rendimiento y
por lo tanto el cliente final no percibe una mala experiencia como usuario.

Como casos de uso mas avanzados es posible el empleo de Splunk en la prediccion
y modelizacion de fendmenos corporativos, dada su capacidad para modelar datos y
las herramientas que incorpora de aprendizaje automatico. Uno de los ejemplos méas
clésicos es su empleo por parte de cadenas de supermercados para predecir las tenden-
cias de ventas en funcion de la prevision del tiempo y asi sacar a la venta productos
mas adecuados. Por ejemplo, si es sdbado y se espera sol y més de 25 grados, ponga-
mos el carbén de barbacoa y las hamburguesas a un precio ligeramente superior al que
ofrecimos el afio pasado en la misma situacion cuando las ventas fueron un éxito.

9. CONCLUSIONES

Hemos pretendido exponer, bajo una perspectiva moderna, cdmo la estadistica en
combinacion con la tecnologia actual, nos puede ayudar en el andlisis de cantidades
enormes de datos y facilitar de esta manera la toma de decisiones corporativas.
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Si bien no es Unica ni necesariamente la mas popular, una de estas tecnologias
modernas como Splunk proporciona una interfaz relativamente sencilla para el usua-
rio, sin ahorrar en opciones avanzadas, y que nos permite, desde la ingesta de datos
de todo tipo hasta el posterior analisis tanto numérico como visual, abstrayendo al
usuario menos técnico de los detalles mas complicados y proporcionando, extraor-
dinarias posibilidades graficas que ayudaran en la toma de decisiones.
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CARDANO Y LOS JUEGOS
DE CARTAS. EL JUEGO DE
_ A PRIMERA, PRECEDENTE
DEL POKER

MARY SoL DE MORA CHARLES
Universidad del Pais Vasco

El texto de Cardano De Ludo Alea (~ 1560) es famoso por sus reflexiones acerca de
los juegos de azar. No obstante, los estudiosos, en general, han centrado su atencion
sobre los juegos de dados o de astragalos, que proporcionan un modelo matematico
para los célculos, con preferencia a los de cartas, cuya descripcion no es tan accesible
para la época actual. El juego de La Primera, que ha dado lugar posteriormente a
otras variantes, es analizado por Cardano en el mencionado texto (publicado postu-
mamente). Veremos aqui las reflexiones y advertencias que hace el autor, en este
caso de las cartas, sobre las posibles trampas, la influencia de la fortuna (o la suerte)
y la posibilidad de agentes extraordinarios, como genios, amuletos y otros residuos
de las supersticiones antiguas. Asimismo, se decanta Cardano por aquellos juegos de
azar en los que hay una importante componente de habilidad, que los hace mas in-
teresantes que los de puro azar. Pero, contrariamente al poker de la época actual,
clasifica La Primera entre los juegos de azar, sin accion o habilidad por parte del
jugador, aunque lo presenta como “el mas noble”.

Los juegos de dados son mas claros y sin misterio, en el supuesto de que no se
hagan trampas, porque se ve inmediatamente el resultado de los mismos, mientras
que las cartas permanecen ocultas para los demas jugadores hasta la conclusién del
juego, al menos parcialmente.

En La Primera se dan cuatro cartas, de dos en dos, por ser el cuatro el nimero de
los elementos de la Naturaleza (tierra, agua, aire y fuego). También son cuatro los
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palos de la baraja. Las cartas de cada palo son trece, pero en La Primera se descartan
ochos, nueves y dieces, de forma que quedan 40 cartas.

Curiosamente, las figuras eran en principio la sota o soldado, el rey y la dama o
reina, como en esta figura de cartas espafiolas (1495-1518), de autor desconocido.
(Fuente: Leo S. Olschki, La Bibliofilia, Firenze: Giuseppe Boffito, 1906).
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No obstante, la baraja francesa continu6 con la dama:

Ademas, como era usual en muchos juegos, los valores de las cartas no eran los
mismos que los que aparecen en cada una de ellas, asi:

El 2 vale 12 puntos
El 3 vale 13 puntos
El 4 vale 14 puntos
El 5 vale 15 puntos
El 6 vale 18 puntos
El 7 vale 21 puntos
El As vale 16 puntos

Las figuras valen 10 puntos cada una.
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1. PRINCIPALES JUGADAS EN LA PRIMERA

Las jugadas, de menor a mayor valor, serian:

1. El Numero: dos o tres cartas del mismo palo:
El valor minimo son dos cartas menores: dos figuras, 20 puntos, el valor
maximo, el Nimero Supremo, tres cartas, el As, el seis, y el siete, que son
55 puntos, (16+18+21).

2. LaEscalera: cuatro cartas del mismo palo, el valor minimo es las tres figuras
mas el as: 30+16= 46. El valor méximo seria 70 = 16+15+18+21

3. LaPrimera: todas las cartas de distinto palo, pero no iguales: desde 42 pun-
tos (tres figuras y un dos), hasta 81 puntos (tres sietes y un seis).

4. EIl Coro: tiene todas las cartas iguales, por ejemplo, cuatro sietes, o seises 0
reyes. Pero no vale mezclar otra figura como la reina o la sota. Si se enfrentan
con cuatro de esas figuras, no ganan los reyes sino el jugador que esta mas
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cerca del lado derecho del que da las cartas. El valor maximo es 84 y el mi-
nimo seria 40.

Como no se utilizaba comodin, el péker o Coro tenia solo cuatro cartas
iguales.

Cardano explica en su texto algunas de las jugadas que se aconseja declarar antes
del final y las estrategias para cambiar de jugadas durante el descarte. Las cartas
descartadas se dejaban a la vista. En su calidad de jugador experimentado, Cardano
no explica con detalle el mecanismo del juego, sino solamente algunos aspectos del
mismo, por lo que es muy complicado reconstruir sus reglas. No obstante, hay una
reconstruccion italiana en Girolamo Zorli: Il gioco della Primiera di Girolamo Car-
dano: (http://mvww tretre.it/menu/accademia-del-tre/documenti-e-articoli/la-pri-
miera-di-girolamo-cardano)

1. Primeras dos cartas.
1B: Un jugador envida poniendo en el plato una o dos fichas. La invitacion
no forzaba a los otros a pagarlo para seguir en el juego. Después,

1Ba): si todos pasan, el Gltimo jugador esta obligado a sostener el
envite con una ficha.

1Bb): si alguno relanza el envite doblando, ningln otro esta obli-
gado a sostener el envite.

Al término de la fase del envite, los jugadores que no han pagado deberan
descartarse de una o dos cartas. Los que han pagado podran quedarse con las dos.
2. Segundas dos cartas.
Jugadores con dos-tres-cuatro cartas.
2.1. Todos pasan y todos los que se han descartado de al menos una carta,
repiten la fase (tienen hasta cinco cartas).
2.2. Un jugador declara primera o escalera.
2.2A Si todos pasan, muestra las cartas y ha ganado el plato.

2.2B Si otro declara una combinacioén similar, los dos contendientes
pasan a la fase 3.2

2.3. Un jugador declara un punto y dice “voy” por una cantidad libre. Se
podia echar un farol, pero no sobre primera o escalera. No se consentia de-
clarar menos de lo que se poseia.

2.3.A. Todos pasan. El plato es ganado por quien ha apostado el
“Voy”.
2.3.B. Uno o0 mas jugadores aceptan el voy y lo pagan. Se consentia

elevar la apuesta hasta el resto. Los jugadores que pagaban el envite y
el eventual aumento pasaban a la fase 3.
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3. Después del “voy”.
Se hace una ultima distribucion de dos cartas a los que quedan en juego.
3.1 Todos pasan. Todos se descartan para encontrarse con un maximo de
tres cartas y repiten la fase 3.

3.2 Se declara una combinacion y se hace una apuesta. Las apuestas eran
ilimitadas hasta el resto.

3.2.a Alguno acepta y se descubren las cartas.
3.2.a.1 En caso de farol, el plato es obtenido por el desafiado.

3.2.a.2 En caso de declaracion correcta,
3.2.a.2.a El poseedor de la mejor mano gana el plato.

3.2.a.2.b En los tres casos, los dos jugadores pasaban a
la fase 4.

3.2.b. Cuando alguno envida hasta el resto. Si el envite es aceptado,
vale la fase 3.2.a.

3.2.c El declarante gana el plato, mostrando suficientes cartas para ga-
rantizar que no ha declarado menos de lo que tenia.
4. El duelo final.

El duelo final era una prolongacién del juego que tenia lugar cuando dos jugado-
res en la fase 3.2 tenian las manos siguientes:

4.1 Un punto de dos cartas contra un punto de tres cartas.
4.2. Un intento de primera contra un punto.
4.3 Un intento de escalera contra cualquier otra combinacion.

Los dos jugadores dividian la mitad del plato en porciones aproximadamente
iguales a la probabilidad de victoria. El que desafiaba, recibia dos cartas en los casos
4.1y 4.3 o0unaen el caso 4.2. El vencedor ganaba la mitad restante del plato.

El juego de la Primera admitia muchas variantes, por lo que era necesario ponerse
de acuerdo sobre sus reglas antes de empezar a jugar, sobre todo porque al ser un juego
de fortuna, podia provocar muchas discusiones y violencia entre los que perdian, pues
eran tiempos violentos. Cardano estaba muy interesado en evitar tanto a los violentos
como a los tramposos, y previene a sus posibles lectores con bastante detalle:

“Las cartas tienen en comdn con los dados que lo que se desea puede ser obte-
nido mediante fraude, y el mas odioso es el que es respaldado con la espada;

[es decir que acaba en derramamiento de sangre]

un segundo tipo tiene que ver con el reconocimiento de las cartas; en este género
lo peor son las cartas marcadas, otros modos son mas excusables,
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[Le parecen més excusables los métodos basados en la memoria, aunque las con-
secuencias, que son el “hundir la carta” en el mazo para que salgan antes las demas,
tampoco serian nunca aceptadas si se descubrieran]

como cuando se colocan las cartas en un orden especial y es necesario recordar
ese orden. Cuando lo conocen, tienen la costumbre de hundir la carta hasta el
fondo, distribuyendo las otras, que no se debian a la suerte, hasta que ellos utiliza-
sen la suprimida. Pero los otros jugadores en la primera clase mencionada

[las cartas marcadas]

llevan a cabo fraudes muy peligrosos que merecen la muerte, como de hecho
también este Gltimo, aunque esta mas oculto. Sin embargo, aquellos que saben solo
concentrandose qué cartas pueden esperar, no suelen ser llamados tramposos, sino
que son clasificados entre los cautos. ”

Es realmente un oficio de picaros el marcar las cartas, y requiere una gran habi-
lidad para que las marcas sean casi imperceptibles y una buena memoria para recor-
dar las marcas:

“En cuanto a los que usan cartas marcadas, unos las marcan abajo, otros arriba
y algunos a los lados. Las del primer tipo estan marcadas muy cerca del borde y las
marcas pueden ser &speras o suaves o duras; las segundas estdn marcadas con co-
lor y con tenues sefiales con una navaja: mientras que en los lados hay figuras,
asperezas, nudos entrelazados o con protuberancias, o pequefias sefiales excavadas
con una lima.”

También habia trampas mediante objetos o personas ajenos a las cartas mismas,
como los mirones que contemplaban el juego de pie. El “érgano” era un tablero
suelto debajo de la mesa, sobre el que el jugador ponia el pie, recibiendo sefias de un
complice que movia el tablero ligeramente, en general tirando de un cordel desde
otra habitacion:

“Algunos jugadores examinan la apariencia de una carta mediante espejos co-
locados en sus anillos. Omito aqui los modos de los trucos que llevan a cabo los
que estan de pie, como el drgano, o el consenso.”

Otro de los argumentos que utiliza reiteradamente Cardano es el de que no es
aconsejable jugar, incluso, como ahora, pretende convencernos de que el juego no
proporciona ningdn placer:

“Ciertamente, a la vista del poco placer que proporciona jugar y la rareza con
la que favorece a nuestros deseos, hay tantas dificultades en ello y tantas posibili-
dades de perder, que realmente no hay nada mejor que no jugar en absoluto, pues
también hay aquellos que embadurnan las cartas con jabén, de manera que puedan
reshalar facilmente y pasar de una a otra. Universalmente el juego no es mas que
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fraude y nimeros y fortuna. Contra el fraude el Gnico remedio es que tengas cuidado
con los hombres de vasto ingenio; pues asi como los buenos no son defraudadores,
los defraudadores no pueden ser buenos. Cuando sospeches de fraude, juega por
poco dinero, invita a observadores, baraja las cartas y no las superpongas, y Si
otros las superponen y no las mezclan, hay trampa. Posee tus propias cartas, y si se
envian a comprar, que se compren a los tuyos. Examinalas por dentro y fuera y toca
en angulo los bordes; si son asperos, o demasiado suaves, o duros, o desiguales, no
juegues; porque antes de que puedas reconocer lo que estd mal, quiza te hayas
arruinado. Finalmente, no dejes a ninguno examinar las cartas en privado.

“En la Primaria, a la que Ilaman Primera, se acostumbra a descubrir las cartas
desde atras y desde la parte superior, es decir la minima porcién de las cartas, de
forma que los que estan de pie no puedan discernirlas; pues se ve gue en esto consiste
gran parte de la habilidad, y de ella se jactan.”

Otra clase de tramposos que Cardano sefiala como peligrosos o incluso reos de
muerte son los prestidigitadores. No nos indica el nombre del espafiol que tenia pro-
hibido jugar:

“Considerable perplejidad produce lo siguiente, si los prestidigitadores son ca-
paces de hechos tan admirables, ¢cémo es que usualmente no son afortunados en
el juego? Pues parece razonable que, del mismo modo que son capaces de engafiar-
nos con pelotitas, vasos y monedas, deberian ser capaces de hacerlo con las cartas
y asi invariablemente serian los ganadores. Pero al espafiol condenado se le or-
dend, es més se le prohibi6 (segun dicen), jugar, bajo pena de muerte, porque de
hecho podia mostrar a voluntad un Coro de cuatro cartas, bien engafiando a los
0jos o0 bien cambidndolas con la agilidad de sus manos; pues necesariamente una
u otra de esas cosas se relacionaba con su prodigioso arte de prestidigitacion. Pero
Francisco Sorna de Napoles (del cual hemos hablado en otro lugar)

[De Subtilitate, principio del Libro 18. Nota de Cardano]

podia cambiar las cartas tan rapidamente que nada podia imaginarse que fuera
méas maravilloso. ”

El concepto de suerte o de Fortuna tenia mucha importancia en el mundo antiguo
y también Cardano trata de hallar en él alguna regularidad o alguna raz6n de su ac-
titud favorable o desfavorable. Como decian los romanos, “La Fortuna favorece a
los audaces”. Pero Cardano se pregunta si es caprichosa o “si la suerte siempre es
igual™, es decir si la probabilidad de un suceso es siempre la misma:

“Se puede observar que en estos asuntos, la fortuna tiene mucha influencia, de
forma que algunos disfrutan de lo que no esperaban y otros se ven defraudados en
sus justas esperanzas; asi pues la mediocritas

[La famosa afirmacion de Aristoteles: “en el punto medio esta la virtud”]
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no es un argumento pertinente. Pues ese término medio esta compuesto de extremos,
no como en los litigios o en las estimaciones o en otros casos similares. Pues todos
estan de acuerdo en que un hombre puede ser mas afortunado que otro, o incluso que
él mismo en otro momento de su vida, no solo en los juegos, sino también en los ne-
gocios, y mas con un hombre que con otro, y mas en un dia que en otro.

Y si alguno lanzase el dado con suerte desigual varias veces, mas con un resul-
tado, menos con otro, en menos ocasiones de lo que seria adecuado, o bien si siem-
pre la suerte es igual, y si fuera asi, seria por alguna razon y principio y no por
suerte; si obtengo la diversidad en cada apuesta, hay algo que aparece mas y menos
diferente; pero de aqui no se puede deducir ninguna razén de la fortuna; sin em-
bargo, es necesario que la fortuna exista.”

[Y qué hemos de pensar de los astrologos, que pretenden conocer los designios
de la diosa Fortuna.]

“Ademas, los astrologos para si lo reivindican, aunque yo nunca vi un astrélogo
que fuese afortunado en el juego, ni tampoco eran afortunados aquellos que seguian
sus consejos. La razon es que aunque, como en todos los asuntos fortuitos, a veces
ocasionalmente adivinan, no obstante si hubieran acertado una vez, inmediata-
mente después se equivocaran, (porque aun cuando no adivinan es necesario hacer
la apuesta) obteniendo mas pérdidas de un solo error que utilidad de su adivina-
cién, aun teniendo éxito cuatro veces seguidas. Pues la caida en el error siempre es
mas pendiente y la pérdida mayor que la ganancia.”

[Como sucede cuando, pensando que “estan en racha”, recuperaran todo lo per-
dido y volveran a ganar. También se siente Cardano tentado por la magia y por la
astrologia, e insiste en ello en varios pasajes:]

“Y he visto a otros tomar sus decisiones con ayuda de la geomancia; pero eso
es vanidad sin consistencia y un peligro, aunque se haga un uso muy moderado de
esta ayuda engafiosa. Y aunque algunos adivinen con frecuencia, la causa es que
otros se equivocan aun con mayor frecuencia, Pues como existe necesariamente
alguna desigualdad, es necesario que unos acierten mas y otros menos. Esto que he
dicho me parecen razones verosimiles. ”

No obstante, en el fondo sigue creyendo en la existencia de influencias sobrena-
turales o esotéricas, cree en un “Arte” que un Genio deberia dominar, ese don de
prediccion no seria un don sino un método, tal vez el método de la probabilidad, que
el propio Cardano no se resistiria a investigar. De otro lado esta la Fortuna, es decir
el puro azar:

“Ahora bien, me parece digno de consideracién el hecho de que esta fortuna
mia parezca haber sido mayor que la mera Fortuna, pues vemos en ella un princi-
pio, un aumento y un cierto desarrollo, de forma que suceden algunas cosas nota-
bles, como por ejemplo que aparecen dos veces dos ases cuando no se podia evitar
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la derrota de otro modo, y otras cosas de este tipo. También veriamos una decaden-
cia 'y con mucha frecuencia un cambio, y entonces grandes calamidades o mucha
buena fortuna y otras cosas parecidas. A la vista de todo esto yo pensaria que tene-
mos que decidir que hay algo en ello, aunque no conocemos la ley que conecta esas
partes. Es como si estuvierais destinados de antemano a ser enriquecidos o despo-
jados; especialmente viendo que de esto se puede seguir algo mas importante, como
le sucedio al hombre que, abandonando un juego después de perder todo su dinero,
injurio la imagen de la Sagrada Virgen con su pufial. Fue arrestado y condenado a
ser colgado.”

[En este caso se trataria de un castigo divino y por lo tanto no tan heterodoxo. Y

se repliega a la idea de que la influencia de las estrellas o el orden del universo no
pueden influir en las cartas que conseguimos]

“Pero el hecho de que la causa de esa fortuna, ya esté en la conjuncién de las
estrellas o en la construccion de un cierto orden del universo, pueda afectar a las
cartas, que son consideradas buenas o malas solo de acuerdo con las convenciones
del hombre (sin que signifiquen nada por si mismas), es tan dudoso que es més facil
encontrar una causa de este hecho sin ese propésito que con él: sin ello el asunto
se puede reducir facilmente a lo casual, como en la constitucién de las nubes, la
forma en que se esparcen las habas y otros parecidos. ”

Otro aspecto interesante de su analisis del juego en general es el aspecto psicolé-

gico del mismo, y cdmo la actitud del jugador, su miedo o su espiritu de aventura
pueden modificar los resultados:

“Por esta razon es natural preguntarse ¢por qué los que tiran los dados con
miedo son vencidos? Si es que la misma mente presagia los males. Pero debemos
liberar a los hombres de esos errores, pues aunque podria pensarse que es cierto,
tenemos una razén mas evidente. Pues cuando alguno comienza a sucumbir a la
fortuna adversa, acostumbra con mucha frecuencia a tirar los dados con miedo;
pero si la fortuna adversa persiste, es necesario que las tiradas caigan mal. Asi
pues, como tira con miedo, la gente cree que caen desfavorablemente por esa misma
razén; pero no es asi. Es porque la fortuna es adversa que los dados caen desfavo-
rablemente, y porque los dados caen desfavorablemente, pierde, y porque pierde,
tira el dado con miedo. Por lo tanto, como el lanzar los dados con miedo es el cuarto
en el orden, y el que caigan mal esos mismos dados es el segundo, no puede ser el
cuarto la causa del segundo, ni causa propia ni causa concomitante, sino mas bien
al contrario. Luego, si los dados son honestos, y no los sujeta del modo que el ad-
versario decida, no puede ser el tirarlos con miedo la causa de un nimero desafor-
tunado; pues podria suceder de otro modo. ”

No obstante, como jugador empedernido, aconseja a 1os no expertos no jugar en

ocasion alguna, pues hasta las gentes de honor cometen graves errores si se dejan
arrastrar por la pasion del juego.
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“Conjeturar acerca del presente es mas el papel de un hombre prudente conocedor
del saber humano; pero, acerca de lo que el futuro pueda ser, es otro tipo de conjetura,
no acerca de lo que vaya a ser el futuro, sino de lo que podria ser esperable, pero eso
més bien es propio de un hombre divino, o de un loco, pues los melancélicos suelen
adivinar. Porque en el juego de dados no hay ningdn signo seguro, sino que todo reposa
sobre la pura fortuna, si el dado es honesto. Cualquier cosa que pueda haber en él, mas
alla de una leve conjetura y de las razones dadas mas arriba, debe ser declarada una
temeridad. Pero en las cartas, un hombre prudente esta en condiciones de reconocer la
cara de las cartas por el dorso, y otros mil reconocimientos naturales, y dignos. Entre
todos los juegos, el que supera a todos los demas en sutileza es el Latrunculi. Pero el
arbitrio de la fortuna poco o nada subyace a la utilidad de las armas, a la saludable
pelota, a la gracia de la Trapala, a la belleza de invencién y variedad de la Primera, a
la magnitud pecuniaria mas respetuosa, a la asidua disputa que fatiga poco del Fritillo,
al paso del tiempo del Tarocchi, a la dignidad del Cricones, a la prudenciay la imitacion
de la vida humana del Triunfo. Asi pues, es més apropiado para los sabios jugar a las
cartas que a los dados, y al Triunfo mas que a los otros juegos. ”

Pero conocer las reglas del juego, el conocimiento, aun siendo importante, no
puede asegurar el éxito frente a la practica y la experiencia y sobre todo, frente a la
suerte. Por eso Cardano considera analogos el juego, la guerra y el comercio, donde
tenemos que jugar también con la probabilidad, con las situaciones que no son total-
mente o principalmente inmunes al azar:

“Quiza alguien preguntara con razon si los mismos que conocen las reglas juegan
bien o no. Pues parecen ser cosas diferentes saber y ejecutar, y muchos que juegan muy
bien son muy poco afortunados. Pero la misma cuestion se plantea en otros asuntos.
¢Un médico sabio, es también experto? En aquellos asuntos que dan tiempo para la
reflexion, el mismo hombre es a la vez sabio y afortunado, como en las mateméticas, la
jurisprudencia y también la medicina, pues es raro que el hombre enfermo no admita
demora. Pero en aquellos asuntos en los que no se concede tiempo y prevalece el dolo,
una cosa es conocer y otra practicar con éxito, como en el juego, en la guerra, en la
lucha individual y en el comercio. Pues, aunque el ingenio depende a la vez del conoci-
miento y de la préactica, todavia la practica y la experiencia pueden hacer mas que el
conocimiento. Ademas, un cierto conocimiento material es de mayor valor en aquellas
materias en las que se necesita de conocimientos especiales, como en la estimacion de
gemas, en la pintura y en el reconocimiento de las monedas auténticas o adulteradas.

De manera que estan en causa tres elementos, no todos de igual importancia, esto
es, la naturaleza fisica, el ingenio y la rapidez. Y asi Anibal estaba en lo cierto al
burlarse del filosofo que nunca habia visto una linea de batalla y hacia discursos
sobre la guerra. Asi sucede con todos los juegos que dependen de la arbitrariedad de
la fortuna, bien enteramente, bien junto con el ingenio, cuando se juega con rapidez
y no hay tiempo para una meditacién, y puesto que los juegos fisicos, que dependen
de la agilidad de la mano y de la agudeza del ojo, estan sujetos al entrenamiento, no
es sorprendente que saber sea una cosa Yy ejercitar el propio saber y ejercerlo sea
otra. En ciertas materias, como en los asuntos militares, el conocimiento unido a la
practica es de gran ayuda, pero no la practica para el conocimiento; pues lo que es
principal en cada materia debe preceder y ser mas importante. ”
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Todo esto intriga a Cardano y le lleva una y otra vez a pensar si hay algo en el
ingenio externo al ingenio, si tiene sentido creer en los elementos que representan
para €l la Fortuna: amuletos, piedras preciosas, el destino... La Fortuna debe tener
alguna razon, alguna ley para su comportamiento, solo que no la conocemos. Asi,
segun la teoria clasica, si fuéramos Dios, podriamos conocer los resultados, porque
conoceriamos todas las variables que hacen caer el dado de una determinada manera,
o las cartas en un determinado orden. Pero siendo hombres, solo tenemos la proba-
bilidad, lo que €l llama el circuito y que le proporciona la probabilidad 1/2 cuando
se considera su mitad.

“Puesto que es necesario, ademas de la préactica, que nos da conocimiento de
los fraudes, tener agilidad, rapidez, sentidos agudos, conocimiento y método, nos
gueda como digno de duda: ¢hay algo mas alla de todas esas cosas que contribuya
a la victoria en el juego? Y me refiero también al caso en el que hay tiempo para la
reflexién; pues este es el elemento mas importante, junto con el juicio que surge de
ello. Unos proponen unas cosas y otros otras. Hay piedras que, segin dicen, au-
mentan la prudencia de aquellos que las llevan y sé que las esmeraldas estan entre
ellas, e igualmente otras piedras aumentan la audacia como las llamadas Nicolos.
[6nice]. Pero aqui no es cuestion de esta o de otras cosas semejantes, sino que
(como he dicho) debemos discutir la cuestion de la fortuna. Asi, igual que hay cam-
bio en las personas, edades, afios, dias, meses y horas, asi el cambio varia la for-
tuna, y en lo que cambia hay necesariamente alguna cosa, puesto que se ha acep-
tado que cambid. Por ejemplo, si yo fuese a perder mafiana y ganar el dia siguiente,
tendria que haber necesariamente alguna cosa tal como mafiana y pasado mafiana;
quiza alguien dira que no hay nada, excepto el tiempo, que cambia o puede cambiar
la fortuna, y esta razén no es absurda, puesto que la variacion del tiempo depende
del destino y otras cosas no. Entones, si el futuro debe ser o bien no ser, ¢cémo
puede cambiarse mediante amuletos? EI mismo argumento demuestra que ni un mé-
dico ni un barbero ni un sefior de la guerra, deberian curar mejor, o cortar el pelo
mejor, o conducir mejor la guerra si estuvieran desprovistos de estas cosas. Incluso
si eso fuera cierto, como es tan absurdo y contrario a la opinion y al razonamiento
humanos, no veo cémo se puede admitir. Examinemos por lo tanto lo que sea esa
fortuna y de qué principio dependa; ciertamente me parece que es una disposicion
de los asuntos de acuerdo con, o contraria a, la voluntad o a los pensamientos de
un hombre; de manera que no importa cémo actues, el asunto sale bien o mal, o
concuerda con los planes humanos o no concuerda. La felicidad es doble, igual que
en las cosas humanas la fuerza y la violencia dolosa, y puede adaptarse a nuestro
plan o defraudarnos. Pues tanto si me quedo en casa como si no me quedo, de todas
maneras puede resultar malo; suceda lo que suceda, estamos sujetos a la autoridad
del Principe. Asi es también en los juegos. Por tanto, congruencia o no congruencia,
hay dos modos, uno de ellos absoluto y el otro relativo al plan o al juicio. Estos
asuntos se tratan en los libros sobre el destino, pero en tanto afectan a la cuestién
presente, es suficiente decir aqui que la fortuna se cambia mediante alguna razén,
como se cambia un plan, algunas veces abiertamente, como cuando voy a la guerra
y experimento una fortuna diferente que si hubiese ido de viaje 0 me hubiese que-
dado en casa, pero a veces secretamente, como en el juego, como cuando agito [los
dados] méas o menos, y sale un punto diferente con cada diferente impulso. Por lo
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tanto la fortuna se oculta doblemente en secreto, ya sea cambiando el plan del cual
resulta la accién, o bien por medio de un suceso que es fortuito en comparacion con
las circunstancias existentes. Por ejemplo, yo tengo un enemigo, y su mala fortuna
es asi parte de mi plan; pero si su poder aumentase mediante el matrimonio de su
hija, eso corresponde a la fortuna y no tiene nada que ver con mi plan. Pues, aunque
la razon de la primera de esas dos cosas no es evidente, no obstante, esta fuera de
duda. Por tanto, debemos pensar que hay algin método en ello y que cualquiera
puede ser bendecido o infortunado, exactamente de la misma manera que aquellos
gue juegan mientras beben, o furiosos, o0 con miedo, 0 sospecha, cosas que son fa-
miliares para todos. Pero existe también otro modo que es alguna razon oculta. A
es0s casos pertenecen los amuletos, la magia y cosas parecidas, y lo mismo que en
cada caso (como se suele decir) la espada entra en su vaina y el pie en su zapato,
asi la hora, el dia, el afio y el lugar deben ser los adecuados; asi también en este
asunto lo que haria a un hombre feliz haria a otro desgraciado. Pero lo mas impor-
tante parece ser el juicio y la prevision, porque proporciona un consejo de largo
alcance. Pues las otras cosas admiten un tratamiento ordinario, es decir, cosas que
son evidentes y que no llegan mas all4 de una jugada o dos.”

Por altimo, Cardano insiste en la importancia de los contrincantes y de su carac-
ter, asi como de la atencién a los detalles, como si hay espectadores del juego y
demasiadas conversaciones. Pero el caracter del autor se muestra de nuevo en su
rechazo de los juegos que exigen un silencio absoluto, porque para él anulan gran
parte del placer del juego.

Incluso el mal tiene sus leyes propias, como en el caso de los ladrones y los
piratas. Hay algunos que, con muchas palabras, a otros y a si mismos privan de su
propio entendimiento. Omito hablar de aquellos que, como si estuvieran locos, gri-
tan insultos contra los dioses. Algunos son pendencieros, que provocan de tal modo
la ira de los hombres, que lo olvidarian todo. Finalmente los hay que lanzan pullas
a los adversarios; otros son silenciosos, que es lo mejor, si no exigen lo mismo a
sus adversarios. Hay un método en estas cosas: que se juegue sin olvidar en primer
lugar las jugadas, y de ellas las que conducen a la victoria; que no se estuviera
enfadado; que no se provocase la ira, que no se tuviera miedo, que no se hablara
sin sentido, que no se vejase al compafiero, maxime cuando se esta perdiendo. Que
recuerde su persona, la del adversario, a los que estan de pie y el lugar. Si el ad-
versario no es de este tipo, mejor no jugar. Pues como un poco de bilis en mucha
miel, y poca cosa podrida mezclada con mucha cosa deliciosa puede provocar el
vomito, mucho mas que todo aquello agradable, asi el adversario depravado puede
eliminar todo el placer del juego y alejar mas de él el deleite que se percibe, como
si restallase un latigo. Asi la taciturnidad mas cercana al silencio absoluto, es de-
masiado dura y severa, cuando seria un mayor placer hablar y no jugar, que jugar
y no hablar.
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1. INTRODUCCION

Gabriel Galan fue un matematico espafiol, que ejercié como profesor en la catedra
de astronomia y geodesia de la Universidad de Zaragoza y la de geometria analitica
de la Universidad de Oviedo, a finales del siglo XIX y en el primer tercio del siglo
XXy que obtuvo el primer premio del concurso ordinario de premios del afio 1909
de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Espafia que llevo
por titulo Célculo de las Probabilidades. Desde un punto de vista histérico es una
obra moderna que recoge los topicos que se recogian en los tratados de la época en
el resto de paises mas avanzados en el desarrollo de esta especialidad y en el que el
nivel de los desarrollos matematicos es muy meritorio. Sin embargo, esta obra no
resulta muy conocida puesto que se publica en un momento en que se esta produ-
ciendo un cambio sustancial en el enfoque cientifico con el que se estudia el Calculo
de las Probabilidades. Podriamos decir que el esquema de aproximacion tedrica cla-
sica comienza a ser sustituido por lo que se conoce como estadistica matematica en
donde destacan las aportaciones de Bowley, Czuber, Pearsony Yule, entre otros, asi
como Kolmogorov un poco mas tarde, que van a configurar un nuevo modelo anali-
tico de la disciplina que nos ocupa. Es en este entorno en el que debemos interpretar
y valorar la obra que sera objeto del presente trabajo.

El contenido de este estudio se estructura en unas notas biograficas que se desa-
rrollan en el segundo epigrafe, al que le sigue un andlisis de los contenidos de la obra
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“Calculo de las Probabilidades” de Gabriel Galan, para terminar con un epigrafe
cuarto en el que se realiza un andlisis del entorno bibliografico del “Célculo de las
Probabilidades” de este autor.

CAI_CUIL_ O

PROBABILIDADES

DML JEC DN O JER 2N

PREMIADA POR LA REAL ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICAS Y NATURALES

D. GABRIEL GAL AN
Doctor cn ciencias fisico-matematicas
Cate

MADRID
GRAFICAS REUNIDAS.-SOCIEDAD ANONIMA
21-94

Barquillo, 8.-Teléfono ™

2. NOTAS BIOGRAFICAS

Gabriel Galan nace en Chinchon (Madrid) el 18 de marzo de 1869 y es el hijo mayor
de Valentin Galan (oriundo de Chinchdn) y Genera Ruiz (segun los libros del Padrén
de Chinchon es oriunda de Santa Cruz, por lo que suponemos que por la proximidad
a Chinchon se refiere a Santa Cruz de la Zarza (Toledo)). A la vista del Padron de
diversos afios del municipio del Chinchdn consultados tuvo al menos dos hermanos
(Arturo y Valensiniano) y tres hermanas (Agueda, Nohé y Estefania). Se comprueba
ademas que en el afio 1899 Gabriel ya no reside en el domicilio familiar.

En fecha de 24 de junio de 1966 el sefior Isaac Villalba Alfaro, como secretario
del Ayuntamiento de Chinchon, certifica el acuerdo adoptado en sesion plenaria de
su Corporacion Municipal de otorgar “Homenaje a Don Gabriel Galan Ruiz” de ca-
racter postumo pues fallecié en 1938. Entre los méritos personales se indica que se
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formé como matemaético, fue Doctor en Ciencias Exactas y Fisicoquimicas y obtuvo
por oposicion la catedra de astronomia y geodesia de la Universidad de Zaragoza y
la de geometria analitica de la Universidad de Oviedo.

En el mismo documento en el que se rinde homenaje se sefialan varias obras de
carécter cientifico tales como ‘“Notas para el estudio del tridngulo infinitesimal”;
“Estudio analitico geométrico de las funciones hiperbolicas”; “Teoria de los sistemas
de unidades”; “El eclipse de sol en 1905”; “Lecciones de cosmografia, de astronomia
esférica y de geodesia”; “Las conquistas de la astronomia”, etc. Afiade a este listado
una obra que, aparte de haber sido premiada por la Real Academia de Ciencias Exac-
tas, Fisicas y Naturales en el concurso ordinario a premios del afio 1909 y que fue
publicada en Madrid en 1923: Célculo de Probabilidades, es el objeto principal de
andlisis en este trabajo.

Junto a los méritos anteriores se le reconocen cualidades humanas vinculadas a
su conducta ejemplar y carifio hacia su pueblo. Todo ello supone este reconocido
homenaje que finaliza con la peticion al Ministerio de la Gobernacién de cambiar el
nombre de la que ese momento era la actual calle del Espino de la localidad de Chin-
chon a calle “Don Gabriel Galan”. Con fecha 12 de septiembre de 1966 el Gobierno
Civil de Madrid a través del Director General de Administracion Local concede la
autorizacion solicitada de cambio de nombre de la citada calle.

Es autor también Gabriel Galan de dos discursos de apertura de curso en las dos
universidades en las que ocupé una catedra. El primero fue leido en la Universidad
de Zaragoza en la solemne apertura del curso 1907 a 1908 y el tema del mismo fue
la astronomia. Se imprimié en Zaragoza, Tipografia de Emilio Casafial, y aparece
como Catedratico Numerario de la Facultad de Ciencias. El segundo fue leido en la
solemne apertura en la Universidad de Oviedo del curso académico 1923-24 y trato
sobre los grandes gedmetras. Se imprimi6 en Oviedo (Tipologia de Florez, Gusano
y Comp. ) y aparece como Catedratico Numerario de la Facultad de Ciencias. De
ambos discursos, el que mas nos interesa por el tema tratado es el segundo. Cita a
Laplace y a su Ensayo Filoséfico sobre las Probabilidades y reproduce la idea de
probabilidad asociada al grado de conocimiento de las multiples causas que provo-
can un suceso. Habla también de Pascal y Fermat como creadores del célculo de
probabilidades “excitada la imaginacion de ambos por los problemas que el caballero
de Meré, jugador aristocrata un poco libertino, les proporciona”. También recoge en
este discurso a Jacobo Bernoulli y su Ars Conjectandi asi como menciona a Poincaré
y su originalidad en varias materias, entre ellas el calculo de probabilidades.

3. “CALCULO DE LAS PROBABILIDADES”
La memoria presentada al concurso ordinario de premios del afio 1909 de la Real Aca-

demia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales que llevd por titulo Céalculo de las
Probabilidades se estructura en dos partes diferenciadas. La primera parte la denomina
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Teoria Elemental en la que desarrolla conceptualmente un conjunto de topicos relacio-
nado con el Céalculo de Probabilidades. La segunda parte que llama Teoria Comple-
mentaria desarrolla los temas de la primera parte, pero enfatizando los principios ana-
liticos y demostraciones matematicas de los conceptos incluidas en la primera parte.
Incluye ademas un apéndice “Sobre la curva de mortalidad de Espafia” asi como una
serie de tablas y figuras que complementan los contenidos de ambas partes.

Proélogo

Realiza una revision de la historia de la Ciencia del Calculo de Probabilidades en
la que destaca a Galileo como su principal iniciador y a Laplace como artifice de la
principal sistematizacion del citado célculo.

Primera parte: Teoria Elemental

Se compone de cinco capitulos que analizaremos separadamente, destacando en
cada uno de ellos aquellos aspectos que nos resultan de interés para los objetivos de
este estudio.

El capitulo lo dedica a los conceptos de coordinaciones (en terminologia moderna
serian variaciones), permutaciones y combinaciones. Ademas, desarrolla ciertos
conceptos y teoremas elementales en los que resultan interesantes las demostraciones
de las distintas formulas de variaciones, permutaciones y combinaciones.

En el capitulo 2 analiza las diferencias entre las leyes fisicas y las morales, siendo
en estas Gltimas donde surge el concepto de probabilidad. Aqui aparecen claramente
influencias laplacianas en relacion al origen de dicho concepto pues recurre a la idea
de que la ignorancia humana induce a que haya que utilizar el concepto probable para
medir aquella parte de un hecho o suceso sobre la que no existe completa certeza.

Del mismo modo el concepto de probabilidad lo define materialmente como co-
ciente entre casos favorables y casos posibles tanto en su sentido contable como geo-
métrico, enfatizando en cualquier caso la condicién necesaria de que todos los casos
sean “igualmente posibles” (probables).

En el capitulo 3 desarrolla la teoria de errores y minimos cuadrados.

El capitulo 4 lo dedica a los juegos de azar. Define el concepto de esperanza como
la ganancia por la probabilidad de ganar, estableciendo como juego justo aquel en el
que lo depositado iguala a dicha esperanza. Existen descripciones y analisis detalla-
dos de las probabilidades y esperanzas de distintos juegos de azar y loterias tradicio-
nales, algunos ya en desuso y otros vigentes hoy en dia. Trata también del problema
del reparto de apuestas en el caso en el que el juego se interrumpa antes de la finali-
zacion del mismo.

En el capitulo 5 trata sobre ciertas aplicaciones a las ciencias sociales. Analiza
varios problemas relativos a los intereses generados por un capital a interés simple y
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a interés compuesto. Realiza también un analisis de las tablas de mortalidad utili-
zando para ello las siguientes tablas clasicas:

o Déparcieux (1746)

e Duvillard (1797)

e Tabla H™ (Inglaterra)

e Tabla Assurés Francais

e Tabla de las Compafiias Alemanas

Segunda parte: Teoria Complementaria

Como hemos sefialado antes la Segunda Parte la denomina Teoria Complemen-
taria en la que desarrolla y plantea demostraciones de un conjunto de topicos tratados
de una manera mas conceptual en la Primera Parte (Teoria Elemental) tales como:

e Andlisis trigonométrico

e Formula de Wallis

e Formula de Stirling

e Integrales en el Célculo de Probabilidades
e Formula de Fourier

e Teorema de Bernoulli

e Teorema de Bayes

e Leyde Probabilidad de los errores

e Problemas de la ruina del jugador

e Paradoja de San Petersburgo

4. ANALISIS DEL ENTORNO BIBLIOGRAFICO DEL “CALCULO DE LAS
PROBABILIDADES” DE GABRIEL GALAN

Unos afios antes de la publicacion del Célculo de las Probabilidades Gabriel Galan
(en Madrid, 1923), texto incluido en el Tomo XXX de Memorias de la Real Acade-
mia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, se publica en el tomo XXVIII de las
Memorias de la misma institucion una obra con el mismo titulo pero debida a Manuel
Velasco de Pando que fue premiada con accésit y publicada en 1918. Este trabajo de
Manuel Velasco utiliza como referencias los textos de Jacob Bernoulli, Laplace,
Poincaré, Bertrand, Laurent, Lacroix y Gauss. En su introduccion cita también a
Condorcet y Poisson de los que dice “aparecen con frecuencia en el Calculo; pero la
lectura de sus obras no es de las mas fecundas”. Cita también al tratado de Ollero de
1896 pero en sus referencias bibliograficas no lo recoge. Este trabajo recopila los
topicos bésicos que se recogian en los tratados sobre Célculo de Probabilidades de
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la época, en el que aparecen algunos desarrollos y demostraciones matematicas, aun-
gue no con el mismo nivel de detalle y profundidad del texto de Gabriel Galan.

Por su parte, la bibliografia referenciada por Gabriel Galan es mucho mas ex-
tensa, cita explicitamente en ella a Fermat y Pascal. Cita a Huygens, De Moivre y
Montmort, lo que demuestra un mayor conocimiento de la historia y creacion del
calculo de probabilidades. También recoge la Exposition de la théorie des chances
et des probabilités de Cournot y el Calcul des probabilités et théorie des erreurs de
Liagre, que se encuentra en la tradicion laplaciana de este célculo.

Como ya hemos sefialado, aparece la referencia bibliografica del Tratado de
célculo de probabilidades de Diego de Ollero de 1896. El Tratado de calculo de
probabilidades de Diego Ollero constituye un hito importante en la introduccion en
Espafia del célculo de probabilidades moderno y demuestra una actitud atenta y re-
ceptiva por los avances cientificos europeos sobre el citado calculo en un siglo en el
gue, segun algunos autores, se consuma en Espafia uno de los periodos en que se
produce un mayor distanciamiento en el progreso cientifico. A finales del siglo XIX,
concretamente en el afio 1879, el comandante de artilleria Diego Ollero publica su
Tratado de calculo de probabilidades que representa el primer manual moderno sobre
el calculo de probabilidades en castellano en donde se recogen influencias claras de
cientificos como Gauss, Laplace, Lacroix, Liagre, etc. !

El texto de Ollero constituye un tratado moderno sobre el calculo de probabilida-
des como apunté el profesor Sanchez-Lafuente. El planteamiento metodolégico y la
aplicacion de herramientas matematicas que observamos en el Tratado de Ollero co-
rresponden a los de una obra moderna cuyo nivel cientifico no difiere de las princi-
pales publicaciones sobre el calculo de probabilidades de paises como Inglaterra,
Bélgica, Francia, etc.

En cuanto a su contenido introduce con gran detalle ciertos resultados matematicos
necesarios sobre cuestiones relativas al calculo de probabilidades, la Teoria de Errores
y el Método de los Minimos Cuadrados. Un capitulo lo dedica al analisis de la nocion
de probabilidad y los principios fundamentales del calculo de probabilidades, dentro
de la tradicion laplaciana del concepto de probabilidad. Otro capitulo lo dedica al es-
tudio de la probabilidad de sucesiones o repeticiones de sucesos de un fenémeno, cen-
trandose especialmente en fendmenos dicotomicos, en donde otorga un especial énfa-
sis al Teorema de Bernoulli. Los capitulos centrales de la obra de Ollero los dirige
hacia la preparacion, exposicion y analisis de nociones necesarias para dicho objeto,
que no es otro que la Teoria de Errores y el Método de los Minimos Cuadrados.

Como hemos mencionado mas arriba, tanto VVelasco Pando como Galan introdu-
cen temas aplicados a las ciencias sociales. En concreto, en el capitulo 5 Galan ana-

1 SaNTOS DEL CERRO, J. (2004): Diego Ollero: el primer tratado moderno espariol sobre calculo de
probabilidades, en AHEPE: HISTORIA DE LA PROBABILIDAD Y LA ESTADISTICA (l1). Ma-
drid: Delta Publicaciones.
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liza problemas relacionados con los intereses generados por un capital a interés sim-
ple y a interés compuesto y también dedica una extensa parte de dicho capitulo al
analisis de las tablas de mortalidad. Este hecho refleja el aumento de interés, princi-
palmente a partir de las contribuciones de Quetelet, de aplicar el Calculo de proba-
bilidades a las Ciencias Sociales en general.

En estos mismos afios, se publican dos obras que aparecen referenciadas y co-
mentadas por F. Y. Edgeworth, que son, por una parte, Matemética de la Mortalidad
con Elementos de Probabilidades (contiene 86 paginas) cuyo autor es Isidoro Rubio
y que imprime en Valladolid, 1924; por otra parte, Introduccion a la Metodologia
Estadistica (Fundamentos de Estadistica Matematica) (obra de 247 paginas) cuyo
autor es Antonio de Miguel y contiene un prélogo de Flores de Lemus fue publicada
en Madrid, 1924. De esta segunda, nos dice Edgeworth que sus métodos “recuerdan”
a los adoptados por Bowley, Czuber y Pearson.

Es precisamente en los afios veinte donde se empieza a configurar la estadistica
matematica, produciéndose en estos afios una clara ruptura con lo que habia sido hasta
ese momento lo que podemos denominar el Célculo de probabilidades tradicional, una
de cuyas muestras es el tratado de Gabriel Galan. Con posterioridad a la publicacion
del Calculo de las Probabilidades de este autor aparece el que se considera el primer
manual con todas las caracteristicas de un manual de estadistica matematica a cargo
de Antonio de Miguel (1924), de estilo anglosajon y que utiliza como referencia los
textos de A. L. Bowley y G. U. Yule. En precisamente en ese momento de transicion
en el desarrollo de la ciencia de las probabilidades donde debemos ubicar el trabajo de
Galan. Para el caso espafiol, utilizamos las palabras de Arribas:

“La ensenianza del calculo de probabilidades habia ya comenzado en el interior
de las academias militares (D. Diego Ollero) y en las Escuelas de Ingenieros (José
Antonio de Artigas), pero es en la Facultad de Ciencias de Madrid donde va a comen-
zar la ensefianza de la estadistica matemética. En 1931, Esteban Terradas comienza
a impartir cursos, y es en 1934 cuando Olegario Fernandez Bafios obtiene por con-
curso la Catedra de Estadistica matemdtica de la Facultad de Ciencias de Madrid .
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This paper is about René Gateaux, a mathematician who died at 25 at the beginning
of the First World War. The study | have devoted to him has recently been published
in two papers [1] and [2]; the first one focuses on the mathematical aspects of Ga-
teaux’s life, and the second one gives precisions on complements about his life and
provides also several original documents. | refer the reader to them for all the bibli-
ographical aspects and for further details.

Examining the life and works of René Gateaux allows to gain an idea of what
was the life of a young student at the beginning of the 20th century, a life brutally
brought to an end by the war. One of the major things to be gleaned from this bio-
graphical approach is that it allows us to clarify aspects of the mathematical life in
France around the time of the Great War. We must fully appreciate the extent of the
slaughter of young students generated by these tragic events. For instance, out of the
280 students who entered the Ecole Normale Supérieure between 1911 and 1914,
241 were sent to the front where 101 died. If, as stated by the President of the Re-
public, Raymond Poincaré, the school of 1914 had fully revenged the school of 1870
(year of the French terrible defeat in the Franco-Prussian war) we cannot but admit
that the price paid for this was enormous.

This paper is mostly related to Gateaux’s biography and I shall make only general
comments on the mathematics he was involved in. For details on them, | confer in-
terested listeners to my aforementioned papers. Let me above all mention that in
studying Gateaux we can discover an important chapter in the history of 20th century
mathematics and the surprizing emergence in the 1920s of fundamental links be-
tween functional analysis and the modern theory of probability.
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In 1923, the prominent American mathematician Norbert Wiener published his
seminal paper, called “Differential Space” where he provided the first mathematical
model for the Brownian Motion, the random motion of particles suspended in a fluid
discovered in 1827 by the botanist Robert Brown, and studied as a physical phenom-
enon by Finstein in 1905. Wiener’s work dates from nine years after the death of
René Gateaux. Wiener points out in his introduction that in the heart of his theory
lies a notion of integration on infinite dimensional spaces. He wrote:

Now, integration in infinitely many dimensions is a relatively little- stud-
ied problem. Apart from certain tentative investigations of Fréchet and
E.H.Moore, practically all that has been done on it is due to Gateaux, Lévy,
Daniell, and the author of this paper. Of these invertigations, perhaps the
most complete are those begun by Gateaux and carried out by Lévy in his
Legons d’Analyse Fonctionnelle.

The book Wiener refers to was published by Paul Lévy a year earlier, in 1922,
after the lectures read by Lévy in 1919-1920 at the Collége de France, about which
I shall return to later. Wiener discovered the book straight after its publication, and,
being in France during the summer months of 1922, immediately discussed it, at
length, with Lévy. Indeed, in his 1923 article Wiener does not hide the source of the
form he adopted for the integration on infinite dimensional spaces he had been look-
ing for. The appearance of René Gateaux’s name in Wiener’s paper was in fact a
surprise to me. How can it be that the work of a very young mathematician, who died
at the age of 25, previously than even submitting his doctoral thesis, before occupy-
ing any academic position, author of only a few brief notes, could be cited by Wiener
in such a strategically important article? Furthermore the name of René Gateaux is
still known today (sometimes even to undergraduates students!) through the notion
of Gateaux’s Differential, which corresponds to the directional derivative of a func-
tion with one or several variables, while Fréchet’s differential represents the deriva-
bility in all possible directions. All this deserved an explanation, and it was the
source of my interest for René Gateaux.

Straight away let me reveal the key to this mystery: why has the name of René
Gateaux been passed down to us instead of being, like the majority of his companions
in misadventure, only a simple gilded word on the square of our towns, that is, an
inscription on a war memorial, in the splendid words of the poet Louis Aragon. Indeed
Gateaux, during his brief career, was lucky enough to have met top ranking mathema-
ticians, like Emile Borel, Jacques Hadamard and above all Vito Volterra. These math-
ematicians who raised the deceased Gateaux to the levels of a hero, facilitated the
spread of his reputation, and, more surprisingly, of his work though it was in a very
preliminary state. At this point | wish to stress that we must obviously not exaggerate
the stature of Gateaux: Gateaux is not an Abel, to name another example of a mathe-
matician who died very young at the age of 27. Through this interest for Gateaux, the
idea is to shed some light on the mathematical life in France around WW1.
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This is the plan of my talk. I’ll make first some comments on Gateaux’s years of
learning. Than we shall turn to his Roman stay and next to his war campaign, before
concluding by considering his surprising mathematical destiny.

We know very little about the childhood of René Gateaux. He came from Vitry
le Francois, a small town in the Marne, 150km east of Paris. His father was a small
artisan (he owned a small workshop manufacturing saddles and harnesses for
horses). René seems to have been a brilliant pupil, obtaining his baccalauréat at 16
years old (two years younger than the norm) and, at 18, he gained a place in the Ecole
Normale Supérieure. Two students of the Normale of his year, Georges Gonthiez
and Maurice Janet, have left a touching testimony of their young friend:

He had that certain freshness of spirit you find in truly honest people who have
not yet been tarnished by life. On arrival to the Ecole Normale, he was happy to
open his spirit to new ideas with an ease and calm of a fine intellect, modest yet
sure of itself. He immediately showed himself as being one of the most gifted math-
ematician of our group, serious and willing to focus on the essentials. He loved
engaging in all sorts of arguments, general and philosophical.

An event in 1908 made a significant mark in the life of René Gateaux. He decided
to be baptized into the Catholic Church. At the end of the 19th century, the french
artisan classes in which he was brought up were often strongly anti-clerical. During
the period immediately after the Dreyfus Affaire, in which the Church had often
acted deplorably, a number of active Christian groups were formed aiming to resume
contact with the intellectual classes. Pierre Poyet, a student of the Nor- male in the
same year as Gateaux, was nicknamed “the apostle of the Ecole Nor- male” because
of the number of pupils he converted, of which Gateaux was one. And in fact, in a
biography of Pierre Poyet | found the only identified photograph of René Gateaux
that | know of. Gonthiez and Janet both stress the importance of this baptism. They
write for instance:

In truth, it’s extraordinary to see the parallels in the life of Gateaux be-
tween his religious practice and his public life.

In 1910, René Gateaux obtained the Agrégation in Mathematics which allowed
him to teach in a Lycée. In fact, only after two years, in October 1912, having com-
pleted his National Service, did he begin teaching. The French Law of 1905 reduced
the term of national service to 2 years but made it universal (at least for men!). Article
23 of this law states that the pupils from the Ecole Normale had to serve one year as
regular soldiers and one year as officers (sub-lieutenant). Gateaux’s military file I
found seems to imply that he was a conscientious officer. One reads there:

Second term 1912: M. Gateaux has made great progress. Very intelligent,
very conscientious and means well, wants to do his best. He has become a very
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good section commander, would be useful in the event of mobilization. He has
followed a training course in shooting obtaining excellent results.

So in October 1912, Gateaux finds himself teacher at the lycée in Bar-le-Duc, the
maintown of the department of Meuse, 200 km east from Paris. Already, by the end
of that year, he asked for a year’s sabbatical to go to Rome. Indeed he was just be-
ginning his doctoral thesis on functional calculus, a discipline created by the Italian
mathematician Vito Volterra in the 1890s which, thanks to Hadamard, was greatly
developed further, in France, during the beginning of the 20th century. Hadamard
made it the subject of his lectures in the Collége de France in 1910. In

1911 Paul Lévy defended his brilliant thesis on this very subject, and, in 1912,
Volterra came to Paris to give a course in the Sorbonne on the theory of functions of
lines. This course was edited by Joseph Pérés, who, that same year, obtained a grant
to stay in Rome: that was the first grants given by the David-Weill foundation to a
science student. Gateaux therefore applied next year for this grant, backed up by
Borel who wrote to Volterra:

M. Gateaux, presently teacher of the Lycée in Bar-le-Duc, recently talked
to me about his intention to apply for a grant regarding his research relating
to work done by yourselves. | have advised him to ask for a grant, similar to
Péres, and to go to Rome. | enclose a letter where he informs me of his in-
tentions and his application for a grant. | intend to support his candidacy

As Hadamard wrote later on:

Gateaux was one of that group who, while starting a tradition that cannot
be praised enough, went to Rome to learn the theories and methodology of
Volterra.

On this we have an extraordinary document: the letter Gateaux wrote to Borel
containing the research program he intended to follow in Rome. It is a very long
letter of around ten pages. It is not the proper place to analyze this letter but | wish
to point out that Gateaux already is talking about integration in infinite dimension.
On August 1913 Gateaux informed Volterra of his arrival in Rome in October. We
have very few details about his stay in Rome as once arrived, the young man no
longer wrote to Volterral! It does, however, appear to have been a period of great
energy. Four notes were published one after another in the rendiconti of the Acca-
demia dei Lincei, which, in essence, were supposed to be the beginning of his thesis.
In January 1914 Borel wrote to Volterra that he was happy to hear that VVolterra was
pleased with Gateaux’s work. On February 14th, Gateaux gave a lecture in the Math-
ematical seminar of the University of Rome.

Gateaux returned to France in June of 1914 and immediately asked for another
grant (this time from the Commercy Foundation) to return to Rome during the year
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1914-1915. In a letter to Volterra, dated July 1914, he explained that his grant had
been attributed, and so he would be back at the end of summer. This letter, written
fifteen days before the outburst of the First World War, is further evidence of how
the French were aware of the possibility of war only at the last minute, and, that the
general mobilization on August 2nd came as a complete surprise nearly to every-
body. Gateaux was immediately made lieutenant in the 269th infantry regiment sta-
tioned near Nancy.

August 1914 was the most disastrous month for the French forces. August 22"
1914, the worst day of the whole war for France, saw 27,000 dead. Even the slaugh-
ters of Verdun or of the Chemin des Dames came nowhere near this sad record. The
reasons were multiple: the famous red uniform worn by the French troops often
turned the field of battle into target practice, the recklessness of the head of command
which demanded advancing at whatever cost, the lack of preparation of junior offic-
ers, which were often students, and were particularly hit during these initial weeks.
But there was also a kind of super-patriotic voluntarism from these junior officers,
going well beyond the simple call of duty. For instance, Fernand, Borel’s adopted
son, killed in 1915, wrote in a letter to his adoptive mother Marguerite Appell:

Being a socialist fighting for peace and understanding amongst nations,
| want to be sent to the front line to show that | am as brave as anybody.
Those who survive will have earned the right to speak out, head held high,
in front of the shirkers.

Another extraordinary document we have is Gateaux’s last letter from the battle-
field to Volterra. It shows his joy in knowing of the Italy’s decision to opt for neu-
trality.

I deeply thank you for your letter | have just received, in the fields of Lorraine
where we live days and nights under the sound of canons. | wanted to tell you how
happy | was to learn that Italy, not only remains neutral, but is also more and more
favorable to France. All the French people have been sensitive on that point, and
have greatly appreciated Italy’s attitude. May that act encourage our two countries
to know each other better and to become closer! The mail service works with much
irregularity. | intend to write to you soon again and | hope that at least one of my
letters will reach you. I hope it will find you and your family in good health. As for
me, | bear perfectly the fatigue of the battle.

The question of Italy’s attitude in the war was of prime importance at this mo-
ment. Volterra was a passionate interventionnist and he wrote many letters on the
subject to his French colleagues right from the start of the conflict as seen in our
various studies with Rossana Tazzioli.

By the end of August 1914 the British and French forces were in an almost des-
perate position, locked by the German pincer manoeuvre (the northern arm violating
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Luxemburgian and Belgian neutrality following the Schlieffen plan). The reaction,
often referred in France as the Miracle of the Marne, was the massive French coun-
teroffensive which halted the German advance but fifty kilometres from Paris forc-
ing the German army to retreat 150 km. The front settled around the end of Septem-
ber between the Somme valley and the Swiss border, remaining practically
unchanged until the end of summer 1918. One sole area was left unlocked: between
the Somme and the North Sea, where for five months the two armies at- tempted to
surround each other. This is the period called the “Race to the Sea”, one of the blood-
iest moments of the war. The 70th division, to which Gateaux be- longed, was trans-
ported by train to near Arras in the north-east of France, as part of a huge rail ma-
noeuvre stretching across 500km. On the 2" October they took up position in
Rouvroy near Lens. On the 3rd October, around one in the morning, the Germans
attacked and Gateaux who was leading a group of machine-gunners, was killed. The
corpses were quickly buried, and it was only in 1920 that they were exhumated and
buried in the necropolis of Bietz-Neuville St Vast. Gateaux was officially recognized
as laying down his life for France in June 1922.

This marks the end of Gateaux’s life. But here began a little miracle. We don’t
exactly know how the news of Gateaux’s death was communicated to the academic
community. A postcard, sent by the headmaster of the lycée of Bar-le-Duc, Decem-
ber 1914, which, perchance, | found at the Académie des Sciences in Paris, played a
crucial role. The headmaster notified indeed that Gateaux had left documents con-
taining notes on the principle points of his thesis to his mother.

Our late lamented colleague M. Gateaux has only his mother left. She lives
now in Vitry-le-Francois. In the so cruel mourning which strikes her, she would
be very touched by your condolences and it would be a painful joy for her to
read your appreciation of the great intellectual value of her dear loss. | saw M.
Gateaux for the last time on July 20th. Neither of us thought about war. He told
me at length about his stay in Rome, and told me that his doctoral thesis was
almost completed. He has therefore left works which merit being published and
I think you could speak to his mother about it. The death of our young colleague
has painfully moved all his colleagues of the Lycée in Bar who had been able to
appreciate his fine intelligence, the frankness of his character and the charm of
his modesty. He valiantly did his duty up to the end, but it is a great pity that he
was not given the opportunity to live a full life.

The director hence mentionned that Gateaux had left papers which may be worth
examining.

Borel immediately informed Volterra of the death of Gateaux:

Victory will, unfortunately, be paid for with irredeemable loss; of all the
sad news | have recently received the one which gives me the greatest pain
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is of the death of Gateaux. The circumstances in which it was announced to
us leave us little hope for error. | would, however, still hope that out of the
dozens of pupils of the Ecole Normale who have considered as missing, there
will be at least one or two who will return at the end of the war.

And Volterra replied:

Gateaux was extremely talented and, | am sure, would have had a great
future. He always developed his ideas in a very sound fashion. He worked
very hard last year, and | have no doubts that the foundations of his thesis
were ready. So many young souls have fallen victim to this war! It is just
awful to think of it.

As soon as August 1915, Hadamard wished to award a prize from the Académie
des Sciences to Gateaux. He wrote, in August 1915, to the secrétaire perpétuel Emile
Picard:

(René Gateaux) has left us some very advanced research on functional
calculus (his thesis was practically complete and represented by the notes
given to the Académie), research which both M. Volterra and myself hold in
great esteem.

The Francoeur prize of 1916 was awarded, postumously, to René Gateaux. In his
statement Hadamard writes that

(René Gateaux) had started on a much more bolder path, and one which
promised to be amongst the most fruitful, extending the concept of integral
to the functional field. Nobody can predict the development and application
that might have followed this new line of research. Above all, it’s this very
thing that was cut short by these circumstances.

However, as we shall see, that was not the end of the story. In his autobiography
of 1970, Paul Levy explains

In January 1918 | was lying on a hospital bed when, all of a sudden, |
started to think about functional analysis. In my early work | had never con-
sidered extending the notion of integrals to spaces of infinite dimensions. It
suddenly occurred to me that it would be possible to approach this from the
notion of average on a sphere of the space of square-integrable functions.
Such a function can be approximated using a scale function, in which the
value n of distinct values increases indefinitely. This mean value could thus
be defined as the limit of the mean in a sphere of a space with n dimensions.
Of course this limit may not actually exist; but, in reality, it often does.
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In December 1918 Lévy is asked to deliver the Cours Peccot at the Collége de
France. In theory, this course was usually reserved for a promising young mathema-
tician, less than 30 years old. Lévy was 32, but the extent of the war losses meant
that exceptions to the rule had to be made. The 1922 book, “Legons d’ Analyse fonc-
tionnelle”, was based on these lectures. Lévy contacted Maurice Fréchet, the great
specialist of the time in the integration of abstract spaces, for his advice:

Finding myself recently concentrating on the question of extending the
notion of multiple integral to the functional space, | spoke with M. Hada-
mard concerning this subject, who informed me of the existence of a note by
R. Gateaux. But he failed to give me the exact reference and | am unable to
find it. (...) Even though I am still in the army, I am preparing a course |
hope to give in the College de France on the functions of lines and partial
derivative equations, and in this instance | wish to further develop some of
the main points of the theory (...) I think that the generalization of Drichlet’s
problem will present major difficulty. Up till now, for the general case, I
have not been able to use your work on first grade functions and the exten-
sion of Green’s formula. This is due to the fact that I have yet to put the
notion of multiple integrals into a form suitable for this task.

A few days later Lévy writes to Fréchet:

Regarding the works of Gateaux, just yesterday | found out that Hada-
mard had placed them safely in the Ecole Normale during the war, and has
just got them back. Nothing has been published yet.

Following Hadamard’s advice, Lévy wrote to Volterra:

Hadamard has found some unpublished essays by Gateaux at the Ecole Nor-
male. | have not seen them yet, but, maybe, | will find what | am looking for.

And Volterra replied immediately:

Before he left Rome we spoke together on some rough ideas concerning
this matter, but he did not publish anything about it. I think that in the man-
uscripts that he left, you will most likely find some notes on this subject. | am
pleased that they have not been lost and that they find themselves in your
hands. The question is very interesting.

Hadamard entrusted then Lévy with the posthumous edition of the papers of René
Gateaux in his memory, and, it is from this work Lévy bases his future Cours Peccot.
His most important find concerns the integration in infinite dimensional spaces.
Hadamard comments in a preface to this posthumous edition:
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The fact that he chose functional calculus reveals a broad mind, scornful
of small problems or of the easy application of known methods. But the event
proved that Gateaux was able to consider such a study under its wider and
more suggestive aspect. And it is what he indeed did, with integration over
the functional field, to speak only about this example, the most important,
that represents an entirely new path and the very great potential offered by
the theory.

At this point occurs an extraordinary coincidence which, with his amazing creative
talents, Lévy manages to exploit to the full. Today Paul Lévy is recognized, above all,
as one of the leaders in probability of the 20th century. But in 1919 he was not yet
aware of the theory of Probability. As he, himself, wrote much later to Fréchet:

As for me, | learned the first principles concerning probability in the
spring of 1919, thanks to Carvallo who had asked me to deliver three lec-
tures on the subject at the Ecole Polytechnique, and | then discovered, in
just three weeks, some new results. | cannot ever claim any work in proba-
bility as my own, prior to 1919. | can also add, and | said it once to Borel,
that | did not see, until 1929, the significance of the new problems resulting
from the theory of denumerable probabilities. But functional calculus had
well prepared me to the study of functions of an infinite number of variables,
and a lot of my ideas were applied without effort to probability theory.

And so, we see how Lévy, because of his teaching obligations, was forced to
study probability. The war, indeed, had shown the importance of certain techniques
in Probability (especially in the calculation of errors in ballistics) and the direction
of the Ecole Polytechnique suggested increasing the teaching of this discipline. Bit
by bit, Lévy becomes aware that the problems of functional analysis which interest
him, are most naturally expressed adopting a probabilistic form. This probabilistic
interpretation is omnipresent in his third part of his Lecons d’analyse Fonctionnelle
devoted to questions of integration.

By then Lévy was aware of the profound originality of his approach, and, as he
himself admits, he was hoping that the lectures would receive the recognition it de-
served. He was to be disappointed. We must point out the general disinterest (not to
say the disdain...) held by the French mathematical community, for probability the-
ory, dating from the mid 19th century; Poincaré and Borel were the two exceptions
which nobody in France had yet followed (save Lévy and Fréchet).

While his book remained almost ignored in France, it found a passionate reader
in Wiener. During the summer of 1922 Wiener came to spend some weeks in France
staying with Lévy in Pougues les Eaux, a thermal town in the centre of France, where
they discussed the book. As he wrote in his autobiography, Lévy was right in think-
ing that the third part of his book was the original source of Wiener’s essay on
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Brownian Motion. In any case, as | have already pointed out, Wiener does not hide
these influences. He wrote at the beginning of his 1923 paper

The present paper owes its inception to a conversation which the author
had with Professor Lévy in regard to the relation which the two systems of
integration in infinitely many dimensions —that of Lévy and that of the au-
thor— bear to one another. For this indebtedness the author wishes to give
full credit.

Gateaux was now treated by Wiener as a precursor, and Lévy as the principal
source of his inspiration. To construct his model of Brownian Motion, Wiener uses
the definition of the integral by Gateaux and Lévy. Lévy was always quite insistent
that he had, in fact, discovered many things before everyone else, which may well
have been true, but should rarely be said openly! Nevertheless, we must hand it to
him, with regard to Wiener measure, because clearly everything was already in place
in his book of 1922. Thus I’ll leave him the last quote:

Because | have decided to conceal nothing of my own psychology, the
time has come for me to say that, amongst all the discoveries that I missed
out on, leaving to Wiener the discovery of the function of the Brownian mo-
tion is the one that hurts me the most, despite the fact that the existence of
precursors does diminish its importance. Everything was set for me to make
this discovery, and | believe | would have made it one or two years later. But
Wiener beat me to it. | could only point out the fact in a booklet of the series
"Mémorial des Sciences mathématiques" published in 1925, expliciting the
link that exists between the ideas of Wiener with those of Gateaux. Only
much later did I realize that my 1922 book had contributed to the discovery
of Wiener.

Anyways, it is clear that it is via the writings of Lévy, picked up by Wiener, that
the name of René Gateaux is still known today.
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L’ouvrage publié par Cournot en 1838, Recherches sur les principes mathématiques
de la théorie des richesses, est généralement considéré comme 1’acte de naissance
de I’économie mathématique. Cependant, cette caractérisation de 1’ceuvre écono-
mique de Cournot souléve deux difficultés :

1°) Cournot n’est pas le premier a recourir aux mathématiques pour étudier les
phénomenes économiques. La question se pose donc de savoir en quoi le traitement
mathématique des phénoménes économiques par Cournot est suffisamment nova-
teur, pour justifier qu’il soit considéré comme 1’un des peres de I’économie mathé-
matique avant Walras.

2°) Cournot est surtout connu chez les mathématiciens pour son apport a la théo-
rie des probabilités et a la statistique. Or, ce ne sont justement pas ces instruments
qu’il mobilise lorsqu’il recourt aux mathématiques pour penser les phénomeénes éco-
nomiques. Et on a pu croire alors & un divorce entre le Cournot économiste et le
Cournot probabiliste et statisticien. Comment comprendre cette relation ou cette ab-
sence de relation entre économie mathématique et statistique chez Cournot ?

C’est cette double question que les pages suivantes se proposent d’éclairer.
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1. SITUATION HISTORIQUE DE L’ECONOMIE MATHEMATIQUE
DE COURNOT

On n’a pas attendu la premiére moitié du XI1X® siécle pour soumettre les phénoménes
économiques a la quantification et a un traitement mathématique. Les XVII¢ et
XVIII® siecles voient le développement d’un corps de recherches hétérogénes qu’on
peut rassembler sous I’appellation d’arithmétique politique —appellation empruntée
au titre de I’ouvrage éponyme de William Petty publié en 1690—, qu’on peut consi-
dérer comme la préhistoire de 1’économie mathématisée, de la démographie et de la
statistique.

Il s’agit d’un ensemble de méthodes, répondant a la volonté de rationaliser la
pratique politique, méthodes permettant 1’élaboration d’informations numériques
précises sur la situation économique et démographique du pays, ces informations
servant alors a guider I’action du pouvoir politique dans ses choix ou a la réformer?.
Ces recherches se développent aussi bien en Angleterre qu’en France, en Suéde, en
Hollande, en ltalie et en Allemagne. Elles profitent du développement des pratiques
marchandes concretes et des arithmétiques commerciales, comme 1’a montré Jean-
Claude Perrot, rappelant, dans son Histoire intellectuelle de [’économie politique
(1992), que le développement de I’arithmétique politique est rendue possible grace
a I’abandon des chiffres romains et a la généralisation de la numérotation arabe, et
par le développement de I'usage du tableau a double entrée.

L’arithmétique politique profite é¢galement des grandes enquétes démographiques
et économiques lancées depuis le XIVe siecle, et surtout a partir du XVII¢, par le
pouvoir politique des Etats modernes en cours de construction®. L’arithmétique po-
litique s’enrichira au cours du XVII1° siecle, notamment sous 1’influence de Condor-
cet, passant d’une entreprise de quantification des objets relevant du domaine socio-
politique a une mathématique sociale probabiliste. De I’observation empiriquement
collectée sur laquelle on effectue des calculs élémentaires permettant d’en donner
une expression quantitative, on passera a la donnée mathématiquement élaborée,
donc construite, et soumise a des traitements analytiques plus puissants.

Parallelement a cet embryon de statistique, on assiste a une autre forme d’utilisa-
tion des instruments mathématiques dans le champ de 1’économie. Il s’agit d’une
application du calcul algébrique aux questions économiques, qui est effectuée par
Nicolas-Francois Canard dans ses Principes d’économie politique® de1801. Cournot
porte sur le travail de Canard un jugement trés severe :

1 Une évolution se dessine au cours du xviie siécle. Alors qu’ils sont d’abord mis au service du pouvoir
en place, les travaux d’arithmétique politique vont progressivement servir aussi a promouvoir des
réformes.

2 Cf. ESMONIN, E. (1964). Etudes sur la France des xvii® et xviiie siécles, Paris : P.U.F.

3 CANARD (NIcoLAS-FRANGOIS) (1801). Principes d’économie politique, Paris : Buisson ; réédition in
Nicolas-Frangois Canard, (Euvres économiques, Th. Martin ed., Genéve : Slatkine Erudition, 2015.
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“Ces prétendus principes sont si radicalement faux, et 1’application en est telle-
ment erronée, que le suffrage d’un corps éminent* n’a pu préserver I’ouvrage de
1I’oubli. On congoit aisément que des essais de cette nature n’aient pas réconcilié avec
’algébre des économistes tels que Say et Ricardo™.

Et le jugement de Joseph Bertrand n’est pas plus généreux ; il note que “le citoyen
Canard, quoique professeur de mathématiques, ignore ou oublie les éléments du cal-
cul des fonctions™®.

Quelle que soit la portée scientifique de I’ceuvre de Canard, il faut remarquer que
le projet de mathématisation de 1I’économie élaboré par Cournot est beaucoup plus
ambitieux ; il ne se réduit pas a de simples calculs arithmétiques, ni a transcrire des
raisonnements économiques a 1’aide de formules algébriques. Cournot met en ceuvre
une méthode hypothético-déductive permettant d’élaborer des modéles de marché
(monopole, duopole, concurrence “indéfinie”"). Et ces modéles font I’objet d’un trai-
tement analytique :

“Je me propose d’établir dans cet essai que la solution des questions générales
auxquelles donne lieu la théorie des richesses, dépend essentiellement, non pas de
I’algébre élémentaire, mais de cette branche de I’analyse qui a pour objet des fonc-
tions arbitraires, assujetties seulement a satisfaire a certaines conditions. Comme il
ne s’agit que de conditions fort simples, les premieres notions de calcul différentiel
et intégral suffisent pour I’intelligence de ce petit traité™®,

C’est justement par ce changement de méthode et cette orientation vers ce qu’on
appelle aujourd’hui la modélisation, que 1’ceuvre de Cournot est fondatrice de I’éco-
nomie mathématique. Ainsi que 1’établit Ludovic Ragni®, I’originalité de Cournot en
1838 n’est pas seulement d’appliquer les mathématiques au champ de 1’économie,
mais de proposer une typologie de modéles économiques mathématisés en faisant
varier les hypothéses de départ.

Si Cournot apporte un tel soin a I’entreprise de mathématisation de 1’économie,
la question se pose, comme je I’ai indiqué en commencant, de comprendre la faible

411 s’agit de la classe des sciences morales et politiques de 1’Institut national des sciences et des arts
(futur Institut de France) ; les Principes d’économie politique étant la reprise d’un mémoire de Canard
qui a remporté le 1°" prix au concours d’octobre 1799.

5 Cournot (Antoine-Augustin). Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des richesses,
Paris : Hachette, 1838 ; réédition Paris : Vrin, 1980, p. 4. (Nous désignerons les ouvrages de Cournot
par le premier terme de leur titre, sauf pour leur premiére occurrence).

6 BERTRAND (JOSEPH). “Compte rendu des Recherches sur les principes mathématiques de la théorie
des richesses d’ Augustin Cournot et de la Théorie mathématique de la richesse sociale de Léon Wal-
ras”, Journal des savants, Paris : Imprimerie nationale, sept. 1883, pp. 499-500.

7 La “concurrence indéfinie” est cette forme qui mobilise un nombre indéterminé de concurrents.

8 Cournot, Recherches, p. 5.

9 RAGNI (Lubovic). “La méthode mathématique chez Walras et Cournot : comparaison et enjeux de
discorde”, Cahiers d’économie politique, 2011, n° 60.
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part réservée a la statistique dans son analyse économique, ce qui a pu étre interprété
comme un paradoxe.

2. STATISTIQUE ET ECONOMIE MATHEMATIQUE, LEUR APPARENT
DIVORCE

Le paradoxe semble d’autant plus marqué que Cournot reconnait la Iégitimité d’un
traitement statistique et probabiliste des phénomeénes économiques et sociaux. Dans
I’Exposition de la théorie des chances et des probabilités de 1843, il affirme con-
jointement, et de facon trés nette, I’incapacité des explications de type mécanique a
rendre compte intégralement des phénoménes sociaux et la fécondité de leur traite-
ment probabiliste et statistique :

“Les actes des étres vivants, intelligents et moraux, écrit-il, ne s’expliquent nul-
lement, dans I’état de nos connaissances, et nous pouvons hardiment prononcer
qu’ils ne s’expliqueront jamais par la mécanique des géomeétres. lls ne tombent donc
point, par le c6té géométrique ou mécanique, dans le domaine des nombres; mais ils
s’y retrouvent placés, en tant que les notions de combinaison et de chance, de cause
et de hasard, sont supérieures dans 1’ordre des abstractions a la géométrie et a la
mécanique, et s’appliquent aux faits de la nature vivante, a ceux du monde intellec-
tuel et du monde moral, comme aux phénoménes produits par les mouvements de la
matiére inerte”™°.

C’est dire que la théorie des probabilités jouit d’un pouvoir explicatif maximal,
puisque, poursuit-il, ces notions s’appliquent :

“aux faits de la nature vivante, a ceux du monde intellectuel et du monde moral,
comme aux phénomenes produits par les mouvements de la matiére inerte*,

Et Cournot assigne, au chapitre IX de I’Exposition, la méme universalité explica-
tive a la statistique puisque, écrit-il :

“cette théorie s’applique aux faits de 1’ordre physique et naturel, comme a ceux
de I’ordre social et politique. En ce sens, des phénoménes qui s’accomplissent dans
les espaces célestes peuvent étre soumis aux régles et aux investigations de la statis-
tique, comme les agitations de 1’atmosphere, les perturbations de I’économie ani-

10 CourNOT (ANTOINE-AUGUSTIN). Exposition de la théorie des chances et des probabilités, §45, Paris :
Hachette, 1843 ; rééd. Paris : Vrin, 1984, p. 61. (Si les concepts clés de combinaison, de chance et
de hasard sont jugés supérieurs aux concepts mécaniques, c’est que Cournot fait de la combinatoire
le socle sur lequel s’édifie le systéme des mathématiques, et en conséquence la notion de combinai-
son, et celles qui en découlent immédiatement, comme celle de chance, jouissent d’un degré de gé-
néralité plus élevé que les concepts de la mécanique).

11 Exposition, 845, p. 61.
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male, et comme les faits les plus complexes encore qui naissent, dans 1’état de so-
ciété, du frottement des individus et des peuples™*2.

Iy a bien la une difficulté puisque la théorie économique que développe les Re-
cherches fait appel non a I’analyse statistique, mais a la théorie des fonctions et au
calcul infinitésimal. De plus, les applications au domaine social que Cournot envi-
sage dans I’Exposition se limitent a la démographie, la théorie des assurances et les
statistiques judiciaires, sans considération pour les phénoménes proprement écono-
miques.®® Et le discours qu’il déploie se montre trés critique a 1’égard des dévelop-
pements de la statistique :

“De nos jours, la statistique a pris un développement en quelque sorte exubérant ;
et ’on n’a plus qu’a se mettre en garde contre les applications prématurées et abu-
sives qui pourraient la discréditer pour un temps, et retarder I’époque si désirable ou
les données de 1’expérience serviront de bases certaines a toutes les théories qui ont
pour objet les diverses parties de I’organisation sociale” (Exposition, §103).

On pourrait donc croire que le discours de Cournot en 1838 et celui qu’il tient en
1843 sont désaccordés. Ainsi, I’économiste Claude Ménard interprete 1’attitude de
Cournot comme une “résistance aux statistiques”, comparable a celle que manifes-
tent au méme moment Say ou Walras™.

3. STATISTIQUE ET ECONOMIE MATHEMATIQUE, LEUR
COMPLEMENTARITE

C’est cet apparent divorce qu’il faut expliquer, car on ne peut souscrire a la thése de
Claude Ménard d’une résistance aux statistiques de la part de celui qui ne cesse de
revendiquer pour la statistique le statut de science mathématique.

e Il convient déja de restituer son sens a 1’apparente dénonciation de la statis-
tique dans le passage précédent. Ce que Cournot appelle des “applications
prématurées et abusives” de la statistique n’appartient pas a la statistique ma-
thématique, mais reléve de sa forme non mathématisée. Il s’agit, en effet,
d’une simple “compilation de faits et de chiffres” dit Cournot15. Autrement

12 |bid., §105, p. 125.

13 On peut toutefois noter que les phénoménes sociaux constituent le domaine principal d’application
de la statistique dans I’Exposition. En effet, sur les cinq chapitres que I’ouvrage consacre aux appli-
cations de la statistique, quatre concernent ce domaine (les chapitres X111 a XV1).

14 Cf. CLAUDE MENARD (1977), “Trois formes de résistance aux statistiques : Say, Cournot, Walras”,
Pour une histoire de la statistique, I.N.S.E.E., Paris : Economica, pp. 417-430 ; 2¢ éd. modifiée :
“Three forms of resistance to statistics : Say, Cournot, Walras”, History of Political Economy, Dur-
ham, vol. 12, 1980, n° 4, pp. 524-541.

15 1bid., 8104, p. 124.
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dit ce n’est pas a la statistique mathématique que renvoie la formule de Cour-
not, mais bien a la statistique descriptive telle que la congoit Denis-Francois
Donnant dans le “Discours préliminaire” de son Introduction a la science de
la statistique, pour qui “la statistique n’emprunte rien a I’imagination : elle
expose les faits avec simplicité sans examiner les causes™?®,

Mais plus radicalement, on peut mettre en évidence trois raisons permettant de
dépasser I’apparent paradoxe :

D’une part, la place réduite reconnue aux questions proprement économiques
dans I’Exposition n’est en rien une particularité de la pensée de Cournot.
Comme I’a montré Yves Breton®’, dans la premiére moitié du XIX® siecle, la
relation de la statistique a I’économie est embryonnaire et ne sera effective
que dans la seconde moitié du siécle. Et, commentant 1’article “Statistique”
du Dictionnaire de 1’économie politique de Joseph Garnier publié en 1852-
53, Yves Breton montre que le champ d’application du calcul des probabilités
se réduit, pour les économistes libéraux de la premiére moitié du XIX® siécle,
aux guestions démographiques et celles qui y sont liées (tontines, rentes via-
geres et assurances)®®,

D’autre part, le texte des Recherches montre clairement qu’il n’y a pas oppo-
sition, mais complémentarité entre théorie des fonctions et statistique. Cour-
not donne pour exemple de la coopération entre I’analyse formelle et le tra-
vail statistique, 1’étude de la mortalité telle qu’elle est effectu¢e par Duvillard
dans son ouvrage de 1796, Analyse et Tableaux de ['influence de la petite
vérole sur la mortalité a chaque age : alors qu’il n’est pas possible de donner
a priori une forme algébrique a la loi de mortalité, pas plus qu’il ne I’est de
construire la forme de la loi de répartition de la population aux différents
ages, le mérite de Duvillard fut de montrer que ces deux fonctions sont liées
par une relation algébrique simple. Et Cournot montre que la statistique peut
venir seconder le modéle théorique ; il affirme en effet que, lorsque les ob-
servations statistiques auront permis de construire une table de mortalité, on
pourra en déduire la table de répartition de la population aux différents ages®®.

Il en va de méme pour la “loi du débit”, c’est-a-dire la loi de la demande,
qui dépend de nombreuses causes multiples qui tiennent aux habitudes et a la
richesse des consommateurs, causes qui ne sont pas directement mesurables.
Aussi, dit Cournot, la loi ne peut étre construite algébriquement, “pas plus,
ajoute-t-il, que la loi de mortalité et que toutes celles dont la détermination

16 DONNANT, DENIS-FRANGOIS (1805), Introduction a la Science de la Statistique, d’aprés I'allemand
de Mr. de Schloetzer, avec un discours préliminaire, des additions et des remarques, Paris : Impri-
merie nationale, p. 23.

17 YVvES BRETON (1987). “Les économistes libéraux francais et la statistique. Débat et controverses
1800-1914”, Journal de la société de statistique de Paris, n° 2, 1987, pp. 79-99.

18 1bid., p. 84.

19 CournoT, Recherches, §21, p. 38.
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rentre dans le domaine de la statistique, de ce qu’on appelle également 1’arith-
métique sociale”?®. Mais 1’analyse permet de définir des relations déterminées
qui s’établissent entre des quantités, alors méme que 1’on n’a pas les moyens
de leur assigner de valeurs numériques. On peut donc la encore envisager une
coopération entre 1’approche formelle et I’analyse statistique.

e Enfin, et surtout, I’analyse critique a laquelle Cournot soumet la statistique
dans I’Exposition n’est pas I’effet d’une méfiance a 1'égard de la prétention
des mathématiques a rendre compte des faits sociaux. Elle répond a ’exi-
gence de définir leurs conditions de validité, ce qui impose d’affronter les
difficultés de leur application pour en mesurer la force et les limites. L’ana-
lyse a laquelle il soumet la statistique partage la méme orientation que celle
qu’il développe a I’égard du calcul des probabilités. Il s’efforce, dans les deux
cas, de garantir leur scientificité, ¢’est-a-dire d’établir a la fois leur rationalité
et leur validité objective, donc aussi de mettre en garde le lecteur contre les
interprétations illégitimes ou abusives auxquelles peuvent donner lieu leurs
applications. C’est cette perspective critique qui commande 1’ensemble des
analyses de Cournot dans 1’Exposition. Cournot I’indique explicitement a
propos de la statistique : il ne s’agit pas pour lui d’augmenter les résultats
auxquels conduit 1’'usage de la statistique, mais d’en discuter et garantir la
scientificité, c'est-a-dire de nous “mettre en garde contre les applications pré-
maturées et abusives qui pourraient la discréditer pour un temps™2.

Cette formule vise, sans doute, a s’opposer, comme on 1’a vu précédemment, a
une statistique seulement descriptive pour promouvoir au contraire la statistique
comme science apte a dégager “I’influence des causes réguliéres et permanentes”?,
Mais, il s’agit aussi et surtout, comme c¢’était déja le cas lorsque Cournot envisageait
les applications du calcul des probabilités, de déméler, dans les résultats statistiques,
ce qui tient proprement au phénomene et ce qui provient des instruments que le sta-
tisticien lui applique, autrement dit de faire le partage entre les propriétés de I’objet
lui-méme et les produits de I’activité du sujet connaissant. Le but essentiel du statis-
ticien est en effet, écrit Cournot, de “pénétrer autant que possible dans la connais-
sance de la chose en soi, et pour cela de dégager autant que cela se peut faire, par
une discussion rationnelle, les données immédiates de 1’observation, des modifica-
tions qui les affectent, en raison seulement du point de vue ou se trouve placé I’ob-
servateur, et des moyens d’observation mis a sa disposition™?,

La facon dont Cournot formule ici ses idées ne doit pas conduire & en fausser le
sens : le projet d’une connaissance dont tout élément d’origine subjective serait éli-

2 1pid., 821, p. 37.

2L bid., 8103, p. 123.

2 |bid.

23 Exposition, §106, p. 125.
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miné est un idéal régulateur®®, ce qui permet d’apercevoir que I’immédiateté des
données d’observation dont il s’agit ici n’est pas initiale et constitutive de 1’acte de
connaissance, mais visée par lui a titre d’horizon.

La difficulté méthodologique et épistémologique principale que rencontre la sta-
tistique dans ses applications, tient a la nécessaire intervention du sujet connaissant
dans le choix des classifications a opérer et des critéres qui les dirigent. Ces critéres,
précise Cournot, dépendent des hypothéses qui commandent I’analyse, lesquelles re-
lévent de ce qu’il appelle les “probabilités philosophiques”, c’est-a-dire des juge-
ments de probabilité, appuyés sur des analogies et des inductions, non susceptibles
d’une évaluation numérique. La distribution d’une population d’éléments en catégo-
ries distinctes sur lesquelles on applique ensuite les instruments statistiques —en
“coupes”, écrit Cournot— est un jugement préalable extérieur au travail mathéma-
tique. Il est, dit Cournot, “un jugement conjectural, fondé lui-méme sur des probabi-
lités, mais sur des probabilités qui ne se résolvent pas dans une énumération de
chances, et dont la discussion n’appartient pas proprement a la doctrine des probabi-
lités mathématiques™?.

Cette intervention des probabilités philosophiques dans la mise en ceuvre de
’analyse statistique est incontournable, selon Cournot, dés lors que I’on se refuse a
la réduire a un instrument de collectes de données, simplement accumulées et juxta-
posées, pour lui reconnaitre une authentique fonction de connaissance. Si la statis-
tique permet de construire des faits scientifiquement élaborés et vérifiés, si donc, dit
Cournot au 8334 de I’Essai, elle contribue par la a construire la partie positive des
“doctrines morales, politiques et économiques”, ces “faits positifs” ne regoivent leur
sens que lorsqu’ils sont interprétés et reliés 1es uns aux autres, ce qui suppose une
intervention critique de la raison?, non seulement aprés coup, mais aussi en amont,
pour diriger le travail du statisticien.

En définitive, ce qui importe surtout aux yeux de Cournot, c’est de faire com-
prendre comment doivent étre interprétés les résultats statistiques, lesquels, considérés
indépendamment des méthodes qui les ont rendu possibles, risquent d’engendrer la
suspicion sur leur valeur objective, car, remarque-t-il, “ordinairement ces essais par
lesquels I’expérimentateur a passé ne laissent pas de traces; le public ne connait que le
résultat qui a paru mériter de lui étre signalé; et en conséquence, une personne étran-
gére au travail d’essais qui a mis ce résultat en évidence, manquera absolument de

24 L activité de connaissance scientifique doit plutot étre pensée, selon Cournot, comme un mouvement
progressif et laborieux par lequel le savant réduit, chaque fois un peu plus mais jamais complétement,
la distance qui le sépare de I’objet, f. Essai sur les fondements de nos connaissances et sur les ca-
ractéres de la critique philosophiques, Paris : Hachette, 1851 ; réédition Vrin, 1975, ch. 1, p. 5-15.

% Exposition, § 113, p. 132.

% |Is « ne donneraient le plus souvent, écrit-il, que des résultats confus et contradictoires, tant que la
raison ne les aurait pas interprétés et ordonnés d’apreés certaines régles qu’elle puise en elle-méme »,
Essai, 8334, p. 397.
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regle fixe pour parier que le résultat est ou non imputable aux anomalies du hasard”?.
11 s’agit donc moins, pour Cournot, de contester la possibilité pour la statistique de
contribuer a I’intelligibilité des phénoménes économiques et sociaux, que de mettre a
jour les conditions, partant aussi les limites, qui en garantissent la validité.

4. CONCLUSION

Les Recherches sur les principes mathématiques de la théorie des richesses et I’Expo-
sition de la théorie des chances et des probabilités n’ont ni le méme objet, ni le méme
objectif. Ainsi que 1’a montré Ludovic Ragni, les Recherches de 1838 ne disent pas le
vrai, elles ne se proposent pas d’expliquer la réalité du systéme économique conforme
a la nature des choses, mais elles présentent une série de modéles permettant de décrire
des situations différentes du marché. C’est 1a une démarche et un objectif différents de
ceux de la statistique dont la fonction est d’atteindre, autant que faire se peut, la raison
des choses par une démarche étiologique. L’analyse statistique n’est tout simplement
pas accordée au projet théorique qui anime les Recherches, lequel exige effectivement
la mise en ceuvre d’une méthode hypothético-déductive. Mais il n’y a nulle contradic-
tion entre ces deux orientations, nul renoncement de la part de Cournot a I’économie
comme science mathématisée aprés 1838 et nulle résistance aux statistiques. L’ou-
vrage de 1838 et celui de 1843 mettent en ceuvre des méthodes différentes appropriées
aux objectifs différents poursuivis par Cournot.
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1. INTRODUCCION

Durante los s. XVIy XVII se produjeron algunos acontecimientos que dieron lugar
a lo que hoy conocemos como estadistica. Asi, en la primera mitad del 1700 el pro-
fesor de Gotinga Godofredo Achenwall publica su "Elementos de Estadistica de los
principales Estados de Europa" y también los "Principios de Economia Politica". El
primero de ellos da lugar por vez primera a la palabra estadistica en el sentido que
los ingleses emplearon el de “aritmética politica”, esto es, la ciencia del estado. Pre-
viamente, sélo en el XVI la media aritmética se habia generalizado a mas de dos
valores, posiblemente gracias a la aparicion del sistema decimal de Stevin en el 1585.
Pero en relacidn a las obras y autores que nos ocupan en el presente trabajo no po-
demos menos que recordar a John Graunt y su Natural and Political Observations
Made upon the Bills of Mortality, quien a través de registros parroquiales estimé la
poblacion de Londres en 1662; este método sirvio a Laplace para estimar de forma
similar la poblacion de Francia alrededor de 1800. Christian Huygens en 1669 le
resuelve por carta un problema a su hermano Lodewijk, definiendo a partir de las
tablas de Graunt el concepto actuarial de esperanza de vida de una forma sencilla 'y
elegante: si de 100 individuos nacidos a la edad de 6 afios sélo viven 64, el resto (36)
vivira una media de 3 afios; de los 6 a los 16 mueren 24, de forma que su edad media
sera de 11 afios, de forma que, actuando de esa manera para todos los rangos de edad
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. .. , 36X3+24X11+---
planteados por Graunt, la edad media de la poblacion serfa de =————-—" =

18,22 afos ; cierto es que el primero ya se habia mostrado particularmente interesado
en la teoria de la probabilidad al publicar, en 1657, el tratado De ratiociniis in ludo
aleae, en el que ya planteaba claramente el concepto de esperanza matematica. Leib-
niz alrededor de 1680 establecié el mismo concepto de vida media o esperanza de
vida, sin haber tenido acceso a la correspondencia entre los hermanos Huygens. Por
supuesto no podemos olvidar el Ars Conjectandi de J. Bernouilli (editado de forma
postuma en 1713) ni The doctrine of chances de Abraham de Moivre, publicado en
1718. En 1749 nace Pierre Simon, posterior marqués de Laplace, quien publica en
1812 su Théorie analytique des probabilités en el que desarrolla el método de los
minimos cuadrados, el teorema del limite central y las funciones generatrices de mo-
mentos, y en el que, en su dedicatoria a Napoledn, sefiala que “Ce calcul délicat
s étend aux questions les plus importantes de la vie, qui ne sont en effet, que des
problemes de probabilité”. Quién sabe si, de haber leido el texto a tiempo y haber
interpretado correctamente la concepcion de incertidumbre del normando, la guerra
de Rusia que desarrollaba el emperador en el momento de la publicacion del texto
hubiese tenido lugar.

Esa es la época ilustrada en la que nacen y consiguen estudiar los autores de los
gue aqui nos ocupamos. Antoine Déparcieux nacié en 1703 en el seno de una familia
muy humilde de agricultores cerca de Nimes, en el sur de Francia. Posiblemente
becado estudié primero en los jesuitas de Alés para posteriormente acudir a Paris a
proseguir sus estudios en matematicas, también con asistencia financiera privada que
resulté insuficiente pues tuvo que trabajar para costearse sus estudios. En 1746 pu-
blica la que seria su principal obra, «Tratado sobre las probabilidades de la duracion
de la vida humana» por encargo del intendente de finanzas de Luis XV, en el que
recorre anualidades, tontinas, rentas vitalicias y construye las tablas de mortalidad
gue fueron empleadas por las aseguradoras francesas hasta el s. XX; para muchos
suponen el nacimiento de la ciencia actuarial. De acuerdo con Johnson y Kotz
(1997), posiblemente fuese la publicacion en 1746 de su “Essai sur les probabilités
de la durée de la vie humaine” la que motivase su ingreso en la Real Academia de
las Ciencias de Paris ese mismo afio.

Coetaneo aunque residente lejos del anterior, el prusiano Johann Peter Sussmilch
nacié cerca de Berlin en 1707. Fue ministro de la iglesia, y ejerci6 en Berlin. Tras
estudiar medicina, enfoco6 su carrera al derecho, influido por sus padres y mentores
pietistas. Publica en 1741 «El Orden Divino en los cambios de la especie humana,
como lo demuestra su nacimiento, muerte y propagacion». Seguidor de la teologia na-
tural, en esa linea el tratado pretende transmitir la existencia de Dios sin necesidad de
revelaciones (teologia revelada) o experiencias religiosas (cosmogonia). En la edicion
de 1762 de su “Orden Divino” Sussmilch cita a Déparcieux en los siguientes términos:

“Los sabios de Inglaterra y de Francia también han sido celosos de ello. En 1746
M. Déparcieux publicé su ensayo en el que encontramos junto casi todo lo que se
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refiere a este tema. (...) Ambos, M. Déparcieux y M. Hogdson, han, breve y clara-
mente, indicado cOmo determinar las rentas vitalicias”.

El “Ensayo sobre las probabilidades de la duracion de la vida humana” de A.
Déparcieux.

La principal caracteristica de la obra de Déparcieux es el hecho de constituir un
auténtico manual de matematica financiera y actuarial. Asi, define el concepto de
vida media como “el niumero de afios que viviran aun (...) las personas de la edad a
las que corresponde tal vida media”, tal y como podemos ver en la p. 56 representada
en la figura 1. La caracteristica de “manual” del libro se parecia perfectamente en la
posterior p. 57, en la que pone un ejemplo para determinar la vida media de los 118
rentistas de 80 afos, por el que “multiplique el nimero de muertos de cada afio a
partir de la edad de 80 por el nimero de afios que habréan vivido desde la edad de 80
hasta el ultimo vivo”.

56 Effai fur les probabilisds

du pari. Il en eft de méme pour quatre iges ou
pour cing, &c.

' 1l femble qu'on pourroit par le moyen de
I'exemple ci-deffus, en fe fervant de lordre de
mortalité de M. Kerfeboom » trouver les paris
qu'on peut faire fur les dges d’'un mari & de fa
femme. On ne feroic pas bien éloigné du vrai
pour lesgensde la campagne. Mais dans les Vil-
les les femmes font un peuplus expofées que les
hommes , tant qu'elles font d'un ige 2 avoir des
enfans; parce que ne les nourriffant pas, les acci-
dens occafionnés par le Lait, caufent de grandsra-
vages chezelles, emportent les unes, ouaffoiblifs
fent confidérablement le tempérament desaucres,
La troifieme colonne de chaque ordre de
mortalité, contient les vies moyennes des per-
fonnes de tous les ages. On entend ici par vie
moyenne le nombre d’années que vivront enco-
re, lesunes portant lesautres, les perfonnes de
Iage correfpondant A cette vie moyenne. Ainfi
felon Iordre de mortalité de M. Simpfon , les
perfonnes de I'ige de §O ans ont encore 1§ ans
& 10 mois 2 vivre, les unes portant les autres;
felon I'ordre de M. Hallei » elles doivent vivre:
les unes portant les autres , 17 ans & 3 mois ;
felon I'ordre de M. Kerfeboom 5 elles doivent

vivre

X1

de la durée de la vie humaine.
vivre 19 ans & § mois; & felon l'ordre des
Rentiers, 20 ans & 5 mois tout au moins, ainfi
que je le prouverai aprés avoir expliqué com~
ment on trouve les vies moyennes des perfon-
nes de chaque age.

Pour trouver la vie moyenne ou commune
des 118 Rentiers de I'dge de 80 ans, multipliez
le nombre des morts de chaque année depuis
l’ﬁge de 8o ans, par le nombre des années qu’ils
auront vécu depuis I'dge de 8o ans, jufquau
dernier vivant.

Si onfuppofe , comme on doit le faire , qu'ils
meurent tous au milieu de 'année dans laquelle
ils meurent, afin de prendre un milieu entre
ceux qui meurent au commencement , & ceux
qui meurent 2 lafin, on aura 3 multiplier 17
par 6 mois, 16 parun an & 6 mois, 14 par2ans
& 6 mois, 12 par 3 ans & 6 mois, & ainfi de
fuite jufqu’au dernier. Ajoutez enfuite tous les
produits enfemble ; lafommefera 553 ans , qui
eft le nombre des années que ces 118 perfonnes
auront vécu entr’elles depuis I'4ge de 8o ans.
Divifezlafomme § 53 par les 118 perfonnes ; le
quotient 4 ans & 8 mois eft la vie moyenne des
perfonnes de I'dge de 8o ans, ou ce qu'une per~
fonne de cet 4ge peut encoreefpérer de vivre.

H

Figura 1

Asimismo, resultan muy interesantes a la par que didacticas las tablas que apare-
cen en la pag. xvj, y que reproducimos en parte por su interés en la figura 2. Como
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puede observarse, se trata de un resumen de distintas tablas y en ella el autor efectta
una relacién de las distintas probabilidades que tienen los individuos de edad x de
morir antes de alcanzar la edad siguiente, x+1, y que hoy denotamos con el simbolo
de conmutacion, ,q,. De esta forma, se observa como la mortalidad decrece de

forma paulatina hasta los 12 afios, manteniéndose constante y alrededor de 0,05 para
edades entre los 22 y los 42 afios y un crecimiento también paulatino a partir de esa
edad. Por ejemplo, con 77 el cociente de mortalidad es de 0,5 y con 87 alcanza ya el
valor de 0,

86.
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Figura 2. Tabla XIII, con la Comparacién de las distintas Tablas que se han construido
para mostrar la mortalidad del género humano, o las probabilidades de que las personas de
cada edad tienen de vivir hasta otra edad. Muertos del afio en curso (col. 2)

y progresivo descenso de la mortalidad infantil hasta los 12 afios (col. 3).

Como mostramos en la figura 3, la relevancia de estas operaciones en la época

era grande.

29. &
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DIT DU RON,
Pour I’Etabﬁgznlrllt d’'une Loterie Royale : Ft création de
/\R&tfef,‘mm Viagéres qu'en Sforme de Tontine,

[ 2\
= " Donné A Verfailles au mois de Janyier 1743.
7 YA Regiftré en Parlement, W

Y OUIS, par 14 crace v Ditv, Roy pe FRANCE o7
A1 DE NAVARRE: A tous préfens & & venir, SALuT. Ayant
&té informez que plufieurs de nos Sujets qui ont des fonds i placer,
fouhaiteroient qu'il Nous plit de faire quelque nouyelie eréation,
ou de To'nu'ne. ou de Rentes’ viagéres, ou de Loterie: nous
ayons agréé un plan qui Nous a été préfenté, dans lequel ces tiois
objets fe trouvent raflemblez. A CEs cAUSES, & autres 3 ce Nous
mouvant, nous avons par le préfent édit perpétuel & irrévocable,
dit, flatué & ordonné, difons , flatuons & ordonnons, voulons
& Nous plait ce qui fuit. ;

ARTICLE PREMIER

5 T fera inccﬂ'nm(ne‘nt ouvert en notre Tréfor royal une Loterie;
ont nous avons fixé & fixons le fonds & neuf millions de liyres,
I

&
Portang‘}/\\(ii??ﬂjgn de Rentes viagéres & de Tontine.
Démei

Vi:ﬁfail[es au mois de Novembre 174 4.
> \,:/ Regiftré en Parlement.

T

OUIS, PAR LA GRACE DE DiEu, Roy DE FRance v

DE NAVARRE: A tous préfens & a venir, SALUT. L'augmen-
tation des dépenfes auxquelles nous fommes obligez pour la conti-
nuation de la guerre, nous mettant dans la néceflité de nous pro-
curer des fonds extraordinaires pour le fervice de l'année prochaine,
nous aurions cru devoir écouter la propofition qui nous a été faite
d’une nouvelle création de Rentes viageres & de Tontine, a l'inftar
de celles créces par nos édits précédens, & dont la levée a éé faite
avec fucces par ceux de nos Sujets qui veulent jouir d'un revenu
plus confidérable pendant leur vie: Et nous nous fommes portez
d'autant plus volontiers 2 cette nouvelle création de rentes viagéres
& de tontine, que quoiqu’elle préfente une augmentation de charge
dans nos ¢états de dé penics, cette augmentation {e trouve compen(ce
en partie par le revenant-bon qu'a produit f'extinétion de pareilles

Labireloterie fera compoiéede trente mille billets de trois cens
TA

rentfs créées par nos précédens édits & quiau moyen de cette
extinétion {ucceffive, le fonds que nous affignons annucliement fur
nos états des fermes, fe trouvera de peu augmenté. A CES CAUSES
& autres & ce nous mouyant , de layis de notre Conl:;l. & de

Figura 3. Edictos de Luis XV de 1743 y 1744 para la creacion de rentas vitalicias y tontinas.

Nada antes de la aparicion del «Ensayo sobre las probabilidades...» anticipaba el
interés de Déparcieux por las rentas y los seguros. La obra se divide en tres partes total-
mente independientes. «De las rentas a término o anualidades»; «Ensayo sobre las pro-
babilidades de la duracién de la vida humanax; y «Sobre las rentas vitalicias». La parte
central de la obra debi¢ escribirse necesariamente entre enero de 1743 y mayo de 1745,
dadas las alusiones a la obra de Simpson en las que corrige los calculos de Halley sobre
la mortalidad en Breslau para aplicarlos a Londres, y que no fue publicada hasta 1742.

La aportacion de Déparcieux proviene del empleo de datos longitudinales de la
edad de muerte. A partir de ellos, el autor calcula las probabilidades de muerte por
edad, descubriendo (como Wargentin) diferencias importantes en la mortalidad de
hombres y mujeres. Establece las primeras tablas francesas de mortalidad con sepa-
racion de hombres y mujeres.

Para la adenda de 1760 Wargentin le comunica la edad de muerte de 100.000
suecos, 49.326 hombres y 50.764 mujeres, que le permite al francés deducir la tabla
de mortalidad sueca.

Establece los conceptos de vida media o esperanza de vida, tras Huygens (en
1669) y Leibniz (hacia 1680); lo curioso es que no podia conocer los trabajos de sus
antecesores pues no fueron publicados hasta el s. XIX.
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Establece dos formas para el célculo de la vida media. La primera, como hemos
sefialado, supone que «para hallar la vida media o comdn de 118 rentistas de 8 afios de
edad, multiplique el nimero de muertos de cada afio desde la edad de 80 por el nimero
de afios que habran vivido desde la edad de 80 hasta el Gltimo superviviente».

Técnicamente y desde una perspectiva actuarial, lo que el autor plantea es

z D, xdur,
_ o

g S

X

e

siendo
e, la esperanza de vida a la edad x
D, el nimero de fallecidos del afio k
dur, el nimero de afios posteriores incluida la de muerte 0.5

S, el nimero de supervivientes de la edad x

Sin embargo, aparece un problema, que no es otro que el calculo del numerador,
esto es, la suma ponderada, que aparecera tantas veces como afios a tener en cuenta
(94 para Déparcieux).

Por ello establece una segunda forma para el calculo de la vida media, a partir de
la siguiente consigna: «Afiada todas las personas que quedan cada afio, comprendi-
das desde el que quiere usted calcular la vida media hasta el Gltimo superviviente».

Técnicamente, lo que el autor plantea ahora es obtener
e = (Sx + Sx+l + Sx+2 +oet S><+n

" S

X

-0,5

Este método permite por vez primera comparar tablas de mortalidad de distintos
paises o colectivos.

2. EL ORDEN DIVINO DE SUSSMILCH

Toda la obra de Sussmilch supone un elogio a la obra de Dios en la tierra. Tal y como
el autor lo plantea, los designios de Dios se cumplen entre todos los animales de la
tierra y en particular en el hombre, su creacion mas querida. Su principal reto es
responder a la pregunta del tiempo que tarda una poblacidn en duplicar sus efectivos.
Para ello, estudia multiples registros y establece como proporcion normal en el S.
XVIII la de un muerto anual por cada 31 vivos. Esto supone que, para una poblacion
de 100.000 personas, la proporcion seria de 15 nacimientos por cada 10 muertes,
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estableciéndose un excedente de 1388 efectivos anuales, lo que llevaria a una dupli-
cacion de la poblacion cada 50 afios.

Los periodos de duplicacion se modifican en virtud de ese excedente, que es funcion
de la proporcién de nacimientos sobre muertes, dando lugar a 250 afios si el excedente
es de 1 de cada 10 mientras que seria de s6lo 13 afios cuando la cifra de nacimientos
triplicase a la de muertes. Alcanza entonces una conclusion nada extraordinaria para la
época: la del crecimiento geométrico de la poblacién. (Otros, como Liebniz, habian plan-
teado el decrecimiento uniforme, como Graunt o de Witt — aungue sélo en los primeros
afos de vida). Sefiala Sussmilch los obstaculos al crecimiento de la poblacion como la
peste, la guerra, la hambruna, el celibato o la fecundidad, y plantea la necesidad de luchar
contra los obstaculos artificiales para lograr que la poblacién aumente.

El orden divino, de acuerdo con Sussmilch, se manifiesta en la demografia en el
excedente general de los nacimientos sobre los fallecimientos, o en la constante uni-
versal del excedente de nacimientos masculinos sobre los femeninos. Como sefiala
Rohrbasser, siendo experimental el método de Sussmilch no busca sin embargo de-
mostrar la existencia de Dios, que es una realidad metafisica establecida a priori.
Esta consideracion es muy importante pues supone una cuestién muy importante en
el pensamiento cientifico, aunque ni novedosa ni Unica: el hecho de no necesitar
demostrar en cada paso la existencia de Dios sino de confirmarla en cada gesto de
su creacion, de acuerdo con el planteamiento del autor.

Surge, como siempre, el problema de las situaciones no previstas por el modelo.
Para explicar el pretendido azar que regiria ciertos comportamientos, Sussmilch re-
curre al argumento del plan secreto de Dios, por el que los individuos carecemos de
informacidn sobre todos sus designios y decisiones, y s6lo podemos tratar de descu-
brir sus grandes leyes, a la manera de Newton, y tener una enorme confianza en la
accion de la providencia, a la manera de Leibniz.

Esta obra tuvo repercusion mucho mas alla de la demografia al suponer un cantar
a la alegria «divina» de la reproduccién humana.

Como podemos apreciar, las relaciones con la obra de Thomas Malthus son bas-
tante evidentes.

De la importancia de la obra de Sussmilch da prueba el hecho de que el INED
tiene dos ediciones facsimiles, la de 1979 dirigida por Mme Hecht y la de 1998 diri-
gida por M. Rohrbasser.

3. CONCLUSION

Como hemos sefialado a lo largo de las paginas anteriores, estamos ante lo que po-
diamos decir sin temor a equivocarnos dos autores de una enorme relevancia para el
estudio de la nuestra disciplina.
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Sussmilch no hace ninguna aportacion relevante al estudio de la mortalidad mas
alla de las tablas, que le hacen sin duda ganarse el respeto de sus coétaneos; Dépar-
cieux, en cambio, establece el concepto de esperanza de vida después de Huygens y
Leibniz pero sin saber que éstos lo habian deducido.
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MUSIC AND COMBINATORICS
IN THE 17™ CENTURY

EBERHARD KNOBLOCH
Berlin University of Technology

1. INTRODUCTION

The authors of the seventeenth century cited again and again the biblical verse (Wis-
dom 11,20): Sed omnia in mensura, et numero, et pondere disposuisti. (But you have
ordered everything, according to measure and number and weight.)

In other words, God was the first mathematician when he created the word. The
situation is illustrated by the Bible moralisée of the thirteenth century kept in the
Austrian National Library:

God is measuring the world with a pair of compasses. The variety of harmony
stems from the composition, combination, and arrangement of its parts. They con-
stitute the universal harmony. Thus God was not only the first mathematician, he
was also the first combinatorialist.

This applied especially to music: to compose was equivalent with to combine, to
arrange. Lullism and its combinatorial art founded by the medieval thinker Ramon
Llull were extremely influential in this respect. They aimed at:

e musical education: even ignorants should be able to learn and to practice
music within one hour;

e Christianization: this approach helped to address and to convert the infidels;

e God’s glorification: God was the first combinatorialist when He created the
world;

! Austrian National Library Vienna cod. 2554, fol. 1v.

197
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e creativity: men must imitate God, in order to be creative. This especially
applies to music;

e optimization: a song can be optimized on condition that the number of songs
IS not too great. Their beauty consists in their variety. This variety is demon-
strated by an explicit enumeration. Every possibility is evaluated, according
to certain musical principles.

lllustration 1

God is measuring the world with a pair of compasses
(Fuente: Bible moralisée, 13" c., Austrian National Library Vienna cod. 2554, . 1v)

In other words, we have a strong religious motivation to do mathematics or —in
order to be more precise— to do music. Two Lullistic authors of that kind of the 17"
century were Marin Mersenne and Athanasius Kircher. But even later authors were
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still influenced by such ways of thinking. Hence | would like to speak about the
following three main issues:

1. Marin Mersenne: His works and the Lullistic, religious, musical tradition
1.1 Permutations
1.2 Arrangements as a generalization of permutations
1.3 Combinations
2. Athanasius Kircher : His Universal musical art 1650
2.1 The 8th book
2.2 Its four parts
3. Gottfried Wilhelm Leibniz 1666 — Jakob Bernoulli 1692

1.1. Marin Mersenne: His works and the Lullistic, religious, musical tradition

For Mersenne, the combinatorial art was a fundamental, universal, general art. His
combinatorial studies were set out in six publications:

e Quaestiones celeberrimae in Genesim (1623)

e La vérité des sciences (1625)

e Harmonicorum libri (1635 and 1636)

e Harmonie universelle (1636)

o Cogitata physico-mathematica (1644)

o Novae observationes physico-mathematicae (1647)

The first book concerns theology, the second philosophy of science, especially of
mathematics, the next two deal with music theory, the last two with natural science
and mathematics. By and large, combinatorial contributions of the first two publica-
tions repeat Christoph Clavius’s results (Clavius 1611, 17-19) without mentioning
their source. The last two publications contain only some additional remarks with

regard to the two music-theoretical books, which comprehend Mersenne’s most im-
portant contributions to combinatorics.

Hence we have to concentrate on these two voluminous monographs. The com-
plete title of the Latin written work reads as follows (Mersenne 1635/36, title page):

Books about harmony dealing with the nature, causes and effects of the notes,
with the consonances, dissonances, proportions, keys, modes, songs, composition
and harmonical instruments of the whole world. Dedicated to Henry Montmort. A
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book useful for grammarians, orators, philosophers, legal advisers, physicians,
mathematicians and theologians.

Mersenne cited psalm 150: Laudate eum in cymbalis benesonantibus, laudate
eum in cymbalis iubilationis. Omnis spiritus laudet Dominum. (Praise God with
cymbals pleasing to the ear, praise Him with jubilant cymbals, every spirit should
praise the Lord.)

The French written work has a similar title (Mersenne 1636, title page):

HARMONIE

VNIVERSELLE.

CONTENANT LA THEORIE
EFT LA PRATIOVE
DE LA MVSIQVE

Quileft traicé dela Nacuredes Sons, 8 des M , des Conft s

des Diffonances, des Genres, des Modes, de Ia Compofition, de la
Voix,des Chants, & de toures (ortesd'Inftrumens
Harmoniques.

A P AR TS,
Chez Sesastien Cramolsy, Imprimcurordinairc duRoy,
rué S.Jacques, aux Cicognes.

M- DC XXXVL
educc ‘I’n’uilcge duRgy, &redpprobation des Dobieurs.

Illustration 2
The claim of of Mersenne, Harmonie universelle
(Fuente: M. Mersenne, Harmonie universelle, Paris 1636, title page)

Universal harmony containing the theory and practice of music dealing wih the
nature of tones and of motions, of consonances, of dissonances, of keys, modes, com-
position, voice, of songs and of all sorts of harmonic instruments.



MUSIC AND COMBINATORICS IN THE 17™ CENTURY 201

The emblem of the title page consists of four pictures illustrating the Fourth Com-
mandment: We have to honour our parents in order to live a long time. At the upper
left the emblem shows the son of Tobias healing his father by means of a fish. At the
upper right one can see Aeneas leaving the burning Troja with his father Anchises
on his shoulders and his son at his hand. At the lower left it is illustrated that Ruth
does not leave her mother-in-law, Naemi, after the death of her husband, the father-
in-law. At the lower right of the illustration Pero feeds her father Cimon (Mycon) in
prison with her milk. The religious context is essential.

The second title page illustrates the wonderful effect of music: Orpheus is playing
the lyre of six strings:

HARMONIE

7 War Wathel Ron —
Nam & ego confitebor tibi in vafis pfalmiveritatC cuam:
Deus pfallam tbiin Cithara , fanétus I{racl. Plalme 7o

lllustration 3
Orpheus is singing and playing the lyre of six strings (Mersenne)
(Fuente: M. Mersenne, Harmonie universelle, Paris 1636, second title page)

The wild animals are attentively listening to the music: The ape on the tree, the
horse, the giraffe, the lion, the stag etc. Again Mersenne cites a psalm (psalm 71,
verse 22f.):
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Nam et ego confitebor tibi in vasis psalmi veritatem tuam:
Deus psallam tibi in Cithara, sanctus Israel.

(For I, too, shall avow to you, God your truth by means of a psalm,
I shall sing for you, God, and play the lyre, saint in Israel.)

It is worth mentioning that we find the same situation on the title page of Fermat’s
Various mathematical works (Fermat 1679).

VARIA OPERA

MATHEMATICA

D-PETRI DE FERMAT,
SENATORIS TOLOSANL

Acccﬂ.’crunt fcle@tz quzdam cjufdem Epiftole, vel
ad ipfum? plerifque dotifsimis viris Gallicé, Lating,

T
Apud JOANNEM PECH, Comitiorum Fuxenfium T, bum  justs
! Collegiam' PP, Socicads JESU, 1o

M. DC. LXXIX

lllustration 4
Orpheus is singing and playing the lyre of seven strings (Fermat)
(Fuente: P. d. Fermat, Varia opera mathematica, Toulouse 1679, title page)

This time Virgil’s Aeneid is cited (book VI, vers 646):

Obloquitur numeris septem discrimina vocum.
(He (Orpheus) accompanies the melodies on the lyre of seven strings.)
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Mersenne considered counting problems, that is, a number of different arrange-
ments or collections of objects of a particular kind: permutations; combinations or
unordered selections; arrangements or ordered selections.

1.2. Permutations

The number of permutations without repetition P(n, n) is calculated by means of the
recursion rule:

P(n,n)=n-P(n,n-1)=n-(nh-1)!=n!

Mersenne continued the table of such permutations up to 64!, which is a number
of ninety digits, an example of exemplary industriousness (Mersenne 1635/36, 117):
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Illustration 5
Permutations of 41 up to 64 notes
(Fuente: M. Mersenne, Harmonicorum libri, Paris 1635/36, 117)
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To my knowledge, no other author ever calculated — without a computer — a
greater factorial. Directly after that table, in proposition IV, he listed the twenty-four
different songs with four notes ut, re, mi, fa. A certain method is needed in order not
to forget some permutations, especially if their number is very large. In proposition
VII Mersenne investigates which is the best and most agreeable song of all songs if
one selects the four notes ut, re, mi, fa or re, mi, fa, sol or mi, fa sol, la, respectively.
The decision depends on justifiable criteria which differ from author to author. In
the French book he enumerates the 720 permutations of the six notes do, re, mi, fa,
sol, la (Mersenne 1636, 128):
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PROPOSITION

lllustration 6
720 permutations of six notes
(Fuente: M. Mersenne, Harmonie universelle, Paris 1636, 128)
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There, too, he systematically studied all different types of repetitions regarding a
certain number n. In his case, n = 9. Presumably this is a reminiscence of LIull, be-
cause Llull selected nine fundamental notions for his language theory (Mersenne
1636, 116):

Table des Chants qui se peuvent faire de 9 notes

Toutes différentes 362.880
2 semblables 181.440
3 60.480
4et2,2et3 15.120
5 3.024
2et7 36
Toutes semblables 1

In modern terms, he was looking for the multinomial numbers

[ n j n!
N, NNy Jontngteon

where ni+ na+ -+ np=n,ni>1,i=1,2, ..., p. If p=n, all nymust be equal to 1.

Mersenne, however, never mentioned the identity of this expression with the coeffi-
cients of the power of a polynomial.

The equation n1 + ny +---+ ny = n represents a partition of n. In other words,

Mersenne enumerated all thirty partitions of nine in order to consider all thirty types
of repetitions in the case of nine notes. Hence we have a close relation between ad-
ditive number theory and permutations with repetitions, both being important sub-
jects of combinatorics.

1.3. Arrangements as a Generalization of Permutations

After the permutations Mersenne deals with arrangements with and without repeti-
tions. If we do not take all n elements out of n (which would lead to permutations or
to P(n, n)), but only an ordered selection of p of the n elements, we get

P(n,p)=n(n—-1)--- (n—-p+1) (Mersenne 1635/36, 133)

Mersenne elaborated the following General table of combinations:
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Tabula generalis Combinationum

| 22

Il 462

1] 9240

v 175560
XX etc.

XXII 1124000727777607680000
Summa 3055350753492612960484

As always, Mersenne considered special cases like n = 22 (three octaves),
p=1,2,..., 22 without demonstrating his rule. The demonstration would be based
on the principle of multiplication of choices:

If there are k successive choices to be made in nj ways, for 1 <i <Kk, the total
number of ways of making these choices is the product ny, n, ..., ng.

The last two numbers consist of twenty-two figures. Mersenne calculated even
the sum of all twenty-two different values P(n, 1), ..., P(n, n) and emphasized the
utility of such a table.

The same applies to arrangements with repetitions. Every place can be occupied
by one of the n elements. Hence Mersenne just said that we have to calculate the
corresponding power of twenty-two or more general: The number searched for is n°,
if we select p elements out of n (Mersenne 1635/36, 140). He calls his table Most
general table of all possible songs:

Tabula generalissima Cantilenarum omnium possibilium

I G22

I A 484

I # 10648

v C 234256

IX a 1207269217792

XXII' ggg 341427877364219557396646723584
Summa  357686347714896679177439424706

Mersenne answered to an interesting question: There are n°— P(n, p) arrange-
ments where at east one element is repeated.
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1.4. Combinations

If the order of the selected elements does not play any role one gets the number C(n, p)
of combinations or subsets containing p elements of a set of n elements. To that end
Mersenne correctly used his results, that is, tables for P(n, p) and P(n, n) thus estab-
P(n, p)

lishing the rule: C(n, p)=
P(p, p)

n
. This is in modern terms (pj (Mersenne

1635/36, 137).

His Most useful, methodical table of C(n,3), C(n,4), etc. presupposing the exist-
ence of 36 notes reads as follows:

Tabula Methodica conternationum, Conquaternationum, etc. utilissima.

| I ]} v v
I 36 1 36 35
Il 630 2 1260 34
I 7140 6 42840 33

There are five columns. The first column indicates the numbers of selected notes,
the second column the numbers of corresponding combinations, the third the num-
bers of permutations, the fourth the numbers of corresponding arrangements, the fifth
the sequence of decreasing numbers beginning with 35 that produce step by step the
numbers of arrangements. It is worth mentioning that the table contains typograph-
ical errors. For example, 10! =3628800 is lacking. And indeed, Mersenne com-
plained that there was only one publishing house in France that could print notes.
Moreover this printer Pierre Ballard was very slow.

Let us calculate an example: 36.35 = 1260, 1260:2! = 630 or P(36,2) = 1260,
P(2,2) = 2, C(36,2) = 630.

. n n . . . .
Mersenne used the relation ( jz[ j without giving a reason for it, that is,
p n-p
for the symmetry of binomial coefficients.
Moreover Mersenne constructed the arithmetical triangle in rectangular form

1
(Mersenne 1635/36, 136) by using the relation [nj+( n J:(nJr j
p p+1 p+1

He spoke of the Most beautiful and most useful table of the combination of twelve
songs:
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Tabula pulcherrima et utilissima combinationis duodecim cantilenarum

| I i [\ v Vi Vil Vil IX X Xi Xil

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

3 10 15 21 28 36 45 55 66 78 9N

4 10 20 35 56 84 120 165 220 286 364 455

5 15 35 70 126 210 330 495 715 1001 1365 1820
6 21 56 126 252 462 792 1287 2002 3003 4368 6188
7 28 84 210 462 924 1716 3003 5005 8008 12376 18564
8 36 120 330 792 1716 3432 6435 11440 19448 31824 50388
9 45 165 495 1287 3003 6435 12879 24310 43758 75582 125970
10 55 220 715 2002 5005 11440 24310 48620 92378 167960 293930
11 66 286 1001 3003 8008 19448 43758 92378 184756 352716 646646
12 78 364 1365 4368 12376 31824 75528 167960 352718 705432 1352078

Mersenne assumed that 36 notes are given. How many songs can be realized on
condition that one selects only two, three, etc. notes? He hinted at predecessors with-
out citing their names. Geronimo Cardano would have been such a predecessor.

Instead of discussing combinations with repetitions in general, he considered the
more difficult problem of finding combinations which represent a special type of
repetitions always mainly relying on his musical examples.

Case l

First of all, Mersenne considered the case that exactly one note is repeated an arbi-
trary number of times. Let us represent the type of repetition by numbers which in-
dicate how often the single notes are repeated.

4111, 2111 mean, for example, that one note occurs four times or twice, respec-
tively, and that all other notes occur exactly once. Hence only the number of different
notes matters, in our case 4, not the number of repetitions. Hence there are two steps:

1. Four places have to be occupied by the given notes.
2. Every note can replace the repeated note.

Therefore C(n, 4) has to be multiplied by 4 or to be more general:

n
-C(n, p) =
n-C(n, p) p(pj
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Mersenne’s example is n =22, 1 <p < 12 (Mersenne 1635/36, 138). He calls his
table New anagrammatic table:

Tabula nova Anagrammatica

Il 462

I 4620
v 29260
v 131670
Xl 7759752

The numbers of the first column indicate the numbers p of different notes. The
numbers of the second column indicate the numbers p - C(n, p) of possible combi-
nations.

Case 2

The problem becomes more difficult, if not one but several notes are repeated in
a certain way:

Type 1 122; 112 or one note is repeated ri times, two notes r» times;
Type 2 12; 13; 34; 45 or one note is repeated p times, a second note p + n times;

Type 3 123; 234 or three different notes are repeated p, p + 1, p + 2 times, respec-
tively.

In every line the same number of different notes is needed: 3 or 2 or 3, respec-
tively. Yet, one has not to observe the values of the numbers of repetition, but their
frequencies. Equal frequencies do not lead to a new combination if the repeated ele-
ments exchange their places. But a new combination is produced when elements of
different frequencies exchange their places. Equal frequencies play the role of repe-
titions with regard to the permutations.

n) 3!
Type 1 leads to (3}% type 2 to n(n — 1) possibilities. Mersenne does not men-

tion the number of possibilities of type 3, namely n (n — 1)(n — 2).

Case 3

Mersenne generalized the problem by considering all possible types of repetitions
within a given number p of notes which are taken out of n notes. Hence he again
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wrote down the thirty partitions of 9 as in the case of permutations with repetitions
(Mersenne 1635/36, 139). His Outstanding table of nine notes reads as follows:

Tabella novem notarum singularis absque ordine cum ordine

Omnes differentes 497420 180503769600
Similes 2 2558160 464152550400
2211111 3581424 324906785280
Similes omnes 22 22

Summa 14307150 3897260317793

The first column represents the type of repetitions, that is, the partition of 9. The
second column provides the number of corresponding combinations with repetitions
of this type. The third column provides the number of corresponding arrangements,
that is, of ordered selections with repetitions of this type.

The sum of all numbers of the second column is the number of all combinations
n+k-1
k

did he mention that the sum of all numbers of the third column is the number of all
arrangements with repetitions or n“= 22°or 1207269217792, This result is confirmed
by his table where he calculated the powers of 22, from 22 up to 22?2,

. . 30 . .
with repetitions or =l o or 14307150. Mersenne did not say this nor

Unfortunately Mersenne did not explain how he had calculated the numbers of
the second and third column. He was only saying that he explained the method else-
where, but in any case not in his published works. But we can reconstruct it general-
izing his method of case 1 and 2.

First of all let us consider a musical example: ut ut re re mi fa sol la si. The fre-
guency 2 occurs twice, the frequency 1 five times or:

9=15+22, =5 1rn=2, r=5+2=7.

I
The number sought for is C(22, 7)% =3581424.

Let p be the number of selected notes, n the number of given notes. The partition
of p will be

p=1+1+--+1+2+2+--+2+--+m+m+---+m
=1lri+2rp+ .- +prp, 1<m<p, 0<r<p

rl+ r2+ +rm:r
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The partition can be interpreted in the following way:

r, pairwise distinct notes occur exactly once, r pairwise distinct notes occur exactly
twice, ri pairwise distinct notes occur exactly i times. If one note occurs p times,
r,= 1, all other rimust be equal to zero. If no note at all is repeated, r1= p, all other r;

must be equal to zero. There are, in fact, only ri+ ra+---+ rp = r distinct notes all in all.

Hence according to case 1, we have first of all C(n, r) combinations. This number
has to be multiplied by a factor that has still to be searched for. We get a new unor-
dered selection, a new combination of the given type of repetitions as long as a note
of a certain frequency replaces another note of another frequency, for example, if
two notes which occur once or twice, respectively, are exchanged. We do not get a
new combination if two notes of the same frequency are exchanged, because we deal
with unordered selections. The same frequencies function as repetitions in a permu-
tation with repetitions of a certain type we dealt with somewhat earlier. For that rea-

r!

son the number looked for is: C(n,r)= ——
AR N

In our example discussed above n was equal to 22, p=9,r =7.

In a similar way we can calculate the number of ordered selections, that is, of
arrangements of a certain type of repetitions. Now the order of the p selected notes
matters, but now the type of repetitions of p has to be interpreted as permutation with
repetitions. Hence the number of unordered selections has still to be multiplied by

p!
@) @)= - (mhn

Thirty years later Leibniz solved the same problem without knowing Mersenne’s
great writings on harmony and using another, more elementary method. Of course,
Leibniz deduced the same result, as will be shown.

2. ATHANASIUS KIRCHER: HIS UNIVERSAL MUSICAL ART

Mersenne’s combinatorial studies did not lack immediate influence on later writers.
I mean the famous Lullist Athanasius Kircher and his Musurgia universalis, his Uni-
versal musical art, published in 1650 (Kircher 1650). Its unabridged, baroque title
begins by promising:

Universal musical art, or great art of consonance and dissonance, subdivided
into ten books, by which the whole doctrine and philosophy of notes and the science
of theoretical and practical music are treated with the greatest versatility. The won-
derful forces and effects of the consonance and dissonance in the world and hence
in the whole of nature are revealed and proven by an equally new and unknown
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exhibition of the various examples. This is done with regard to the individual appli-
cations in almost every faculty, as well as especially in philology, mathematics, phys-
ics, mechanics, medicine, politics, metaphysics, theology.

ATHANASII KIRCHERI

FVLDENSIS ESOC. IESV PRESBYTERI

MVSVRGIA
VNIVERSALIS

SIVE

ARS MAGNA

CONSONI ET DISSONI

IN X. LIBROS DIGESTA-

R OM AE, Ex Typographia Hzredum Prancilci Corbelletti. Anuo [ubilxi. MI1CL.

SVPERIORV M PERMISSV.

lllustration 7
The claim of Kircher's Universal musical art
(Fuente: A. Kircher, Musurgia universalis, Rome 1650, title page)

A nice emblem shows a lyre of five chords one of them being broken and a cicada
fluttering over it. It illustrates two ancient iambic verses consisting of six feet:

Pulsare certant plectra Victori repens

Cicada, fractam voce supplevit fidem.

The sticks vie to strike (the chords). For the winner

A cicada quickly replaces the broken chord by its voice.
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The preceding copperplate print illustrates Pythagoras, his famous theorem, the
forging smiths who allegedly enabled him to find his consonance theory. Music is
represented by a female figure with some musical instruments.

The eighth book is of special interest for us. After its title page Kircher has com-
posed the following tristychon, that is, three pairs of hexameters and pentameters:

Organum agit Mundus denis vocale Registris,
Rerum in eo quot sunt Entia, tot Metra sunt.

Est DEUS Harmostes, in quo Sapientia Patris,
Quae bene disposuit, Spiritus unit Amor.

Hic Amor harmonia est, hoc Mundus amore ligatur;
Organon hunc mundum Numinis esse negas?

The world plays a vocal organ with ten stops,

It contains as many beings of things as there are meters.

God is a composer in which the wisdom of the father

who well ordered, the spirit unites as love.

This love is harmony, the world is joined together by this love;
do you deny that this world is an organ of the Godhead?

Here again we come across the key notion disponere, to order, that we have met
at the beginning of these considerations. The citation taken from the mythical author
Hermes Trismegistus who wrote to the physician Asclepius emphasizes this aspect
(Knobloch 1995, 77):

Musica nihil aliud est guam omnium ordinem scire.
Music is not anything but to know the order of all things.

The book itself is entitled:

Artis magnae consoni, et dissoni liber octavus de musurgia mirifica hoc est ars
nova musarithmica recenter inventa, qua quivis etiam quantumvis musicae imperi-
tus, ad perfectam componendi notitiam brevi tempore pertingere potest.

(The eighth book of the great art of consonance and dissonance, that is, the won-
derful musical art, a new, recently invented musical-arithmetical skill, by which eve-
ryone is able to acquire in a short time a profound knowledge of composing, even if
he is arbitrarily inexperienced in music.)

For Kircher, too, musical composition consisted in a sequence and arrangement
of consonances. Yet, in all arts and sciences practice and theory are joined together.
This combinatorial approach is mirrored by the four parts of the book:

1. the combinatorial musical art,
2. the rhythmic or poetical musical art,

3. the practice of song-building musical numbers (musarithmi melothetici),
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4. mechanical musical art or the various transposition of mobile musical arith-
metical columns (musarithmicae columnae).

The first part explains the fundamental combinatorial operations in order to
demonstrate the huge variety of possible arrangements and combinations of notes.
The second part applies these rules to rhythms, that is, notes and metrical sequences
of syllables or metrical feet: a setting to music. The third part explains Kircher’s new
musical art which consists in an artistic composition of song-ordering columns. How
S0 ever this composition is done, it will result in a new harmony. This part is by far
the longest part of the eighth book. The fourth part explains the use of a musical
arithmetical box (arca musurgica).

Though Kircher mentioned Mersenne several times, he did not say any word that
he repeated the explanations of his French predecessor, even using the numerical
examples: Nine notes are selected out of n notes. He left aside, however, the most
difficult problem of calculating the number of combinations and arrangements of
certain types of repetitions. Obviously, he did not always understand his source.

Let us consider, for example, his Combinatorial table Il showing the number of
permutations of things that are not different throughout but partly equal:

Tabula Il. Combinatoria ostendens numerum mutationum, rerum,
in quibus non praecisa diversitas, sed quaedam sunt similes

1 2 3 4 5
Series rerum diver-  Combinatio rerum ~ Combinatio rerum  Combinatio rerum ~ Combinatio rerum
sarum omnium diversarum in qua 2 similes in qua 3 similes in qua 4 similes
| 0
Il 2
11} 6 3 0

Mersenne had explained that there is one permutation of say nine equal notes.
Kircher understood the notion of mutation, permutation, in the strict sense of the
word and asserted that there is no permutation at all of n equal elements. He did note
notice that this assertion contradicted the division rule taken over from Mersenne.
Kircher’s master pupil Caspar Schott exactly repeated this table in his Magia uni-
versalis (Schott 1657-1659 111, 688).

While the second part is not essential for our purpose, the third part is again worth
discussing. The miraculous force if the combination of things can be especially found
in music. Hence the principles of music are reduced to methodical tables which Kircher
called musical numbers (musarithmi) or harmonical numbers. He conceived three sets
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(syntagmata) of tables in which several song-building tablets (pinaces) contain what-
ever is important in song-building music or in the art of composition. The first set
consists of eleven tablets, the second and third sets consists of six tablets.

The eleven tablets of the first set contain the whole poetical or metrical musical
art. The six tablets of the second set describe the poetical or metrical musical art by
flowery and ornate musical numbers. The six tablets of the third set are accommo-
dated to the poetical as well as to the rhetorical part of the musical art and help to
express by conveying the charm of music.

Moreover, Kircher enumerated three necessary means for this musical, arithmet-
ical building of songs (melothesia musarithmetica):

a palimpsestum phonotacticum: a writing material which can be used and
wiped off. It describes the four voices soprano, alto, tenor, and bass;

a mensa tonographica: a table where the notes are written down by means of
numbers;

the knowledge of the values of notes and time measures.

Then Kircher described the different tablets of the three sets. The first set explains,
for example, the simple contrapuntal composition for four voices and a certain poetical
rhythm marked by the figures of the thorough bass (Kircher 1650 Il, 80):

MUSICAE RHYTHMICAE
PINAX I

Musarithmos continens pro Adoniis et Dactylicis aptos

Gaudia Mundi Tollite principes
Adonia Dactylica
55655 66666 55545 55455 55555 666666 444334 366555
88878 88282 22322 32123 888778 222882 888888 888778
33423 44434 77867 55678 533223 444334 666556 544223
88451 44262 55125 87651 111551 222662 444114 844551

The left side is dedicated to Adonic verses, that is, to verses consisting of dactyls
and spondees, the right side exclusively to dactyls.

As an example, Kircher added the composition by Bernardino Roccio who had
elaborated his music according to Kircher’s rules.

The fourth part explains the construction of the Musical-arithmetical box (arca
musurgica), that is, of the musical-arithmetical columns and how they have to be
combined (Kircher 1650 11, 186):
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lllustration 8
Kircher's musical box
(Fuente: A. Kircher, Musurgia universalis, Rome 1650 Il, 186)

He used the expression Musical abacus (abacus musurgicus) or Song-building
abacus (abacus melotheticus) which he presumably took from Robert Fludd.
Kircher’s text example consisted of five parts (Kircher 1650, 186):

Cantate Domino VI short penultimate
Canticum novum, V short penultimate
laus eius 111 long penultimate

in Ecclesia V short penultimate
Sanctorum 11 long penultimate

The Roman figures denote the number of syllables of the single parts. Every part
is represented by a tablet, the five tablets are united by a certain combination. Several
different combinations result in a song (melothesia) (Kircher 1650, 187):
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Diipofitis hoc ordine columnis, eas quomodolibet inter e combinare poteris, fiue

eaim quamctnquecran lueriam leriem dum zqualem fitum habent (vt hic) five dum
Inzquaicm quemcunque ltum habeant, id eft, quomodoliber furfum vel deorfum_
promoucantur, traniuerix leries lemper intentam praftabunc Melothefiam, v.g.

Illustration 9
Three combinations of song-building tablets
(Fuente: A. Kircher, Musurgia universalis, Rome 1650 Il, 187)

Kircher explains: Dispositis hoc ordine columnis, eas quomodolibet inter se com-
binare poteris (After the columns have been ordered in this order, one will be able
to combine them in any way). Kircher consciously uses the crucial expression dis-
ponere, to order. The similarity between his tablets and John Neper’s small rods let
Kircher speak of a Rabdologia musurgica (Kircher 1650 I1, 190). He distinguished
between an expanded musical abacus (abacus musurgicus expansus) and a con-
tracted abacus (abacus contractus).

Kircher’s master pupil Caspar Schott explained the mechanical composition of
his teacher in his posthumously published work (Schott 1668):

Organum mathematicum libris IX explicatum quo per paucas ac facillime parabi-
les tabellas, intra cistulam ad modum organi pneumatici constructam reconditas,
pleraeque mathematicae disciplinae, modo novo ac facili traduntur,
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(Mathematical organ explained in nine books by which most of the mathematical
disciplines are described in a new and easy way by means of few tablets that can be
prepared most easily, kept within a box that has been constructed in the way of a
pneumatic organ.)

The Mathematical organ was Kircher’s invention. In 1661 he had sent a specimen
of it together with a letter from Rome to Vienna to the archduke Karl Joseph. Schott
reprinted this letter in his own book and added an illustration (Schott 1668, 55):
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lllustration 10
Kircher's mathematical organ
(Fuente: C. Schott, Organum mathematicum, Wiirzburg-Nirnberg 1668, 55)

The list of the nine different mathematical disciplines begins with music. In
Schott’s book the ninth book is entitled Liber nonus musicus continens Tabellas pro
Musurgia (Ninth musical book containing the tablets for the musical art).

There we find again six tablets that are covered with writing on both sides, that
is, with musical numbers denoting the four voices soprano, alto, tenor, bass. The
Classis prima tabellarum musurgicarum (First class of musical tablets) concerns Eu-
ripidean and Anacreontic verses (Schott 1668, 761):
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lllustration 11
Schott’s first class of musical tablets
(Fuente: C. Schott, Organum mathematicum, Wiirzburg — Niirnberg 1668, 761)

-building expanded or contracted abacus). Iconismus LV I

for example, the contracted song-building abacus (Schott 1668, 819):
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Later on Schott explains Kircher’s distinction between the abacus melotheticus ex-

pansus or contractus (song

describes
First the bass is constructed according to certain rules

which form the triads.
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lllustration 12
Schott’s contracted song-building abacus
(Fuente: C. Schott, Organum mathematicum, Wiirzburg-Niirmberg 1668, 819)

3. GOTTFRIED W. LEIBNIZ 1666-JAKOB BERNOULLI 1692

In 1666 Gottfried Wilhelm Leibniz elaborated his Dissertation on the combinatorial
art in which the doctrine of combinations and transpositions is constructed by new
rules from the fundamental principles of arithmetic and the use of both is demonstrated
through the whole world of sciences. Also new seeds of the art of thinking or the logic
of invention are spread. A survey of the whole treatise is mentioned beforehand and a
demonstration of the existence of God instead of a supplement carried out according
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to mathematical certainty (Leibniz 1666). He still adhered to Lullism, wanted to reor-
ganize logic, especially logic of discovery. He pinned his hopes on Kircher, because
he knew that Kircher was writing his Ars magna sciendi (Great art of knowledge).
Later on he frankly admitted his disappointment about it (Knobloch 1973, 20).

He was neither acquainted with the extensive Lullistic literature nor with the
newer mathematical development. He did not reach the mathematical difficulty or
generality of Mersenne’s problems. His sixth problem dealt with a number of ar-
rangements of a certain type of repetitions, that is, with Mersenne’s most compli-
cated problem without that he knew Mersenne’s Books of Harmony. Hence he de-
veloped his own solution of this problem which differed from that of Mersenne. His
presuppositions were simpler than that of Mersenne:

1. He selected up to six notes out of six notes, while Mersnne selected nine
notes out of 22 notes.

2. He enumerated nine instead if the eleven possible types of repetitions. He
erroneously omitted the types of repetitions 6, 51. He adhered to the Italian
designations of notes (ut re mi fa sol la) without introducing — like Mersenne
- the language of number-theoretical partitions.

3. He multiplied the number of possible combinations or selections of a certain
type of repetitions by the number of permutations with repetitions of this
type of repetitions, as did Mersenne. Unfortunately, his rule of calculating
the number of permutations with repetitions was false.

But if we leave aside this factor and if we only consider the number of unordered
selections or combinations, we indeed get Mersenne’s result in a new way. To that
end let us consider his example: ut ut re re mi fa (Leibniz 1666, 218).

This type of repetition can be described by: 2 2 1 1. Leibniz argued as follows:

6
There are (2} =15 possibilities to select two elements so that each of them oc-
. 4 e .
curs twice. There are )= 6 possibilities to select two elements out of the remain-

6)(4
ing four. Each of them occurs once. Hence there are (ZJ [2) =15.6=90 combina-

tions of the type of repetitionl 1 2 2=1r+2r,=1-2+2-2.

Leibniz’s way of arguing can easily be generalized. Let

p:1r1+2r2+...+prp, r1+r2+---+rp:r
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the partition of p, the whole number of selected elements. The number of combina-
tions of this type of repetitions is:

nyn-r N—f—0—-=r,
n P P
r!

. . . . . n
This product is identical with Mersenne’s expression [ ]ﬁ because
rintr!

this expression can be reduced by r!

One of Leibniz’s many correspondents was the Suiss mathematician Jakob Ber-
noulli who surpassed the combinatorial difficulties of his predecessors. This became
evident when his Ars conjectandi appeared posthumously in 1713. Yet, already in
1692 he revealed his Lullistic thinking when he gave his Inaugural lecture as dean
of the philosophical faculty of the university of Basle. He began by saying (Bernoulli
1975, 98f.):

Infinitam varietatem, quae cum in naturae operibus, tum in actionibus mortalium
elucet, quaeque praecipuam hujus universi pulcritudinem constituit, non aliunde
guam ex diversimoda compositione, mixture vel transpositione partium ejus inter se
originem ducere palam est.

(Itis obvious that the infinite variety which is manifest both in the works of nature
and in the actions of mankind and which constitute the outstanding beauty of this
universe does not derive its origin from anywhere but from the divers composition,
mixture or transposition of its parts with each other.)

He declared that more outstanding philosophers thought up the combinatorial art
and continued:

Si tamen usum et necessitatem spectes, universale prorsus est, et ita comparatum,
ut sine illo (sc. negotio) nec sapientia Philosophi, nec Historici exactitudo, nec Me-
dici dexteritas, aut Politici prudentia consistere valeat.

(If one, however, looks at its use and necessity, it is absolutely universal and so
established that without that work neither the wisdom of the philosopher nor the
exactitude of the historian nor the dexterity of the physician or the prudence of the
statesman is able to stand.)

These words clearly remind of Mersenne’s and Kircher’s statement that we have
discussed above.

4. EPILOGUE

Still in the 18" century authors took an interest in the relationship between combi-
natorics and musical composition, among others Euler and Mozart. Leonhard Euler’s
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mathematical notebooks ranging from 1725 up to the end of his life contain many
interesting considerations dealing with musical problems. They never appeared in
his published works (Knobloch 1987). Hence they are worth considering, at least
those which are directly connected with our combinatorial issues and which were
written down between 1725 and 1727.

1. There are 51 sequences of chords for compositions for four voices written by
means of numeral figures. One of them is written by means of figures of the thor-
ough-bass (Knobloch 1987, 67). Obviously, Euler took this notation from Kircher’s
Musurgia universalis.

. P2l kol it

TR AT

lllustration 13
Euler's permutations of sequences of notes
(Fuente: L. Euler, Mathematisches Notizbuch 129, f. 49v)
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2. Combinatorial aspects played a role when he constructed a triad over the bass
voice and its two inversions (Mathematical notebook 129, f. 53v), for example:

153

531

315

111
3. Euler permuted 28 sequences of notes according to certain restricting rules, for ex-
ample a sequence consisting of a crotchet, a quaver, and two pairs of semiquavers. The

pairs must not be separated. Hence such a sequence represents the type of repetitions abcc
and admits twelve permutations. And Euler enumerated indeed these twelve permutations.

Ten years after Euler’s death and two years after Mozart’s death, that is, in 1793,
J. J. Hummel published a Musical game of dice attributed to Wolfgang Amadeus
Mozart (Mozart 1956). It seems to be possible that Mozart himself elaborated this
game. There are 2.88 = 176 numbered waltz bars:

Notentafel

lllustration 14
Mozart's first forty waltz bars
(Fuente: W. A. Mozart, Musikalisches Wiirfelspiel, Mainz 1956)
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The dice players produce a bipartite waltz. The order of the eight bars of its two
parts is determined by throwing two dice and by means of two matrices:

N O v AW oN

o @

10

N\ R W

o

-
-

1. Walzerteil
I oI 0Ir Iv v v val vl
9| 22|141| 41 |wos 12| 11 ] 30
32| 6[128| 63[146| 46| 134 81
69| 95 (158 13]153] s5[110] 24
0| 17 85161 | 2159|100
148 | 74 | 163 | 45| 80| 97| 36 [ 107
04 | 157 | 27 (167 | 154 | &8 | 118 | &1
1| 60171 | 53| 99 |133 | 2 |17
19| 84114 50 (140 | 86| 169 | 94
98 |142| 42156 | 75 | 129 | 62 | 123
3| 87165 61 (135 47 [ 147 | 33
+|130] 10[108] | 7 [106] s
2. Walzerteil

I I W Iv V. Vi vil vill
70 (121 | 26| 9|112| 49 [ 100 | 14
U7 | 39126 | 56 [174| 18| 116 | 83
66 | 139 [132| 73| 58 |145| 79
90176 | 7| 34| 67 |460 | 52 | 170
25 | 143 | 64 |125| 76 [136] 1] 93
138 | 71 |150| 29 | 101 | 162 | 23 | 151
161155 | 57 (175 | 43 (168 | 89 |72
20| 88| 48 (166 51115 72| i1
65 77| 19| 82137 | 38 |149| 8
0| 4] 51 [164]1a4] 359|173 | 78
35| 20[108| 93| 12| 124 | 44131

lllustration 15
The two parts of a waltz described by means of two matrices
(Fuente: W. A. Mozart, Musilaisches Wiirfelspiel, Mainz 1956)

The Roman figures in numbering the eight columns denote the cast. The Arabic
figures 2, 3, ..., 12 ascribed to the rows represent the possible outcomes of the casts.
If the n-th cast results in the outcome m, the element amn, of the matrix denotes the
number of the next waltz bar, which is to be found among the 176 written down
waltz bars. The dice replace the subjective choice of a certain bar, though the waltz
could be composed without dice, too, that is, by subjective choices.
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Since the middle of the 18™ century, Kircher’s mechanical compositions were
denounced as sounding algebra (Kaul 1932, 368). The French poet Paul Valéry put
it in the following way: Le secret du choix n’est pas moins important que le secret
de l'invention (The secret of choice is no less important than the secret of invention)
(Mozart 1956, 8).
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PROBABILITE, LANGAGE,
LOGIQUE DE LA VISION ET
JURISPRUDENCE CHEZ
LEIBNIZ

ANGELA PALERMO
Université de France-Comté

1. INTRODUCTION

Parmi les penseurs qui font partie de cet univers immense et étonnant par I’ampleur
de ses horizons philosophiques, qu’est la modernité, Leibniz a été certainement un
des plus originaux. Son influence et ses théories philosophiques sont fondamentales
a bien des égards, mais ce qui est 2 mon avis vraiment remarquable, tient au fait qu’il
a su traiter la question du lien entre le probable, la jurisprudence et la théorie du
langage, de la maniére la plus originale et la plus féconde d’un point de vue philoso-
phique, en comprenant le réle crucial que joue la logique juridique dans la compré-
hension de ce lien complexe. L’examen de la pensée de Leibniz fait nous comprendre
que probabilité, droit et langage ne sont pas étrangers I’un a I’autre, bien au contraire.

2. LE CONCEPT DE PROBABLE CHEZ LEIBNIZ

Notamment, les réflexions de Leibniz sur le calcul des probabilités lui sont suggérées
par sa rencontre avec le mathématicien hollandais Christian Huygens a Paris en
1672. C’est pendant son séjour parisien que Leibniz connait la question posée par le
Chevalier de Méré a Pascal,! et ¢’est toujours a cette époque qu’il a I’occasion d’étu-

1 En 1654 le chevalier de Méré interroge Pascal sur la solution du probléme des partis, consistant a
savoir comment effectuer le partage des enjeux entre deux joueurs lorsque ceux-ci sont contraints
d’interrompre leur jeu avant la fin. A partir de 1a, commence la correspondance entre Pascal et

229
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dier les travaux de Fermat, de Pascal et, bien sdr, de Huygens sur les jeux de hasard ;
et ceux de Van Hudde et Jan de Witt sur les rentes viagéres.

Dans un de ses premiers écrits sur la probabilité, le De Conditionibus (1665),
Leibniz introduit pour la premiére fois les idées relatives au rapport entre le calcul
de la probabilité et le calcul des jugements par la définition de la proposition condi-
tionnelle. 1l a compris que la théorie des combinaisons avait un rapport avec la pro-
babilité ; Leibniz laisse entrevoir que la probabilité posséde une forte composante
objective de telle sorte que les degrés de probabilité soient des degrés de certitude.
Il a été aussi le tout premier a comprendre que la théorie de la probabilité pouvait
étre utilisée dans une branche de la logique comparable a la théorie de la déduction ;
gue la probabilité utilisée dans les jeux de hasard pouvait étre généralisée et axioma-
tisée pour en faire une pure science du raisonnement a appliquer dans tous les cas
d’une prise de décision dans I’incertain. De plus, le recours a la jurisprudence met
en évidence la conception épistémique plutdt qu’aléatoire de la probabilité ;> cette
notion relationnelle et objective de la probabilité qui détermine les degrés de vrai-
semblance ex datis constitue le premier vrai pas vers une logique inductive qui sera
développée plus tard (au XX¢ siécle) par Keynes, Jeffreys et Carnap.

Chez Leibniz, on assiste a une tentative universaliste tout a fait originale, consis-
tant a réduire tout raisonnement a un calcul qui est le calcul mathématique des pro-
babilités. Il assimilait completement les probabilités a posteriori aux probabilités a
priori, et comparait les valeurs approchées qu’on en obtient par des statistiques a
I’approximation indéfinie dont est susceptible le nombre de Ludolph (le nombre IT).
Il s’agissait au fond, de la question de savoir si la contingence fait échec au détermi-
nisme, ou si la loi des grands nombres soumet a un déterminisme apparent des phé-
nomeénes individuellement contingents. Leibniz avait d’autant moins de raison de ne
pas adopter cette derniére thése, qu’il professait lui-méme que la contingence n’ex-
clut nullement le déterminisme ; au contraire il I’'impliqgue méme (Coutourat 1901).

Fermat ou ont été établis les éléments fondamentaux du nouveau calcul. Cette date de 1654 est,
encore aujourd’hui, considérée comme celle de la naissance du calcul des probabilités.

2 La probabilité peut étre divisée en épistémique et aléatoire (cette derniére peut-étre encore divisée
entre “classique” et frequentiste). La probabilité épistémique exprime le degré de croyance envers une
assertion probable qui peut étre vrai, méme si I’assertion ne se référe pas a un événement unique. Avec
des différentes nuances et en différentes époques, cette conception de la probabilité a été partagée par
Pascal (qui fonde sa théorie mathématique sur la probabilité aléatoire, mais étend la concept de
confiance dans son célebre pari); Locke (qui voit la probabilité comme degrés d’assentiment); Bayes
(peut-étre avec une vision plus réduite par rapport a ce qu’on entende aujourd’hui par “probabilité
bayesienne”); Keynes, Ramsey, De Finetti, Savage, Carnap (sauf que sa probabilité logique exprime
le degré de confirmation d’une assertion, plutét qu’un jugement subjectif de confiance); Jeffreys,
Cox, Good, Cohen, Shafer (qui, toutefois, axiomatisent la probabilité de maniére différente). La
probabilité aléatoire classique est le rapport entre le nombre d’événements favorables et le nombre
d’événements possibles. Cette conception a fourni le modele pour tous les autres modéles de proba-
bilité et elle se fonde exclusivement sur les caractéristiques d’un générateur d’événements aléatoires,
tel le lance de dés.
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En s’appuyant sur les idées qui lui venaient de sa correspondance avec Jacob Ber-
noulli, il explique la continuité logique existant entre probabilité mathématique?® et cer-
titude morale,* nouvelle catégorie philosophique et notion solidaire du nouveau pro-
cessus pénal moderne au XVII¢ siécle, laquelle suppose que pour tous les degrés de
possibilité qui se trouvent au-dessous de la certitude, il faut calculer la probabilité :

“Car plusieurs arguments probables joints ensemble font quelquefois une certi-
tude morale, et quelque fois non. 1l faut donc une méthode certaine pour le pouvoir
déterminer. On dit souvent avec justice que les raisons ne doivent pas étre comptées
mais pesées ; cependant personne ne nous a donné encore cette balance qui doit
servir a peser la force des raisons. Cest un des plus grands défauts de notre Lo-
gique, dont nous nous ressentons méme dans les matiéres les plus importantes et les
plus sérieuses de la vie, qui regardent la justice, le repos et le bien de | 'Etat, la santé

des hommes et méme la religion (...)”.5

3 Lettre de Leibniz a Jacob Bernoulli du 26 novembre 1703, Hanovre. Dans Journal Electronique d His-
toire des Probabilités et de la Statistique, vol. 2 n°1, juin 2006 : “L’estimation de la probabilité est trés
utile, toutefois en matiére juridique et politique, et en général, ce n’est pas tant comme le résultat d’un
calcul minutieux que par I’énumération soigneuse de toutes les circonstances (...). Quand nous estimons
les probabilités empiriquement par des suites d’expériences, vous cherchez a savoir si cette méthode
permet finalement d’obtenir une estimation parfaite. Et vous écrivez que ceci vous I’avez obtenu. Il me
semble qu’il y a la une difficulté, parce que les contingences ou ce qui dépend d’une infinité de circons-
tances ne peuvent pas étre déterminées par un nombre fini d’expériences ; la nature sans doute a ses
habitudes, provenant du retour des causes, mais ce n’est wg exi 6 mokd. C’est pourquoi, ne peut-on pas
objecter qu’une nouvelle expérience puisse s’écarter un tant soit peu de la loi de toutes les précédentes,
du fait de la variabilité méme des choses ?”.

4 La certitude morale, a partir du XV11¢ siécle, sera souvent substituée a la certitude 1égale grace a I’éléva-

tion des arguments qui “existent nécessairement” et “révelent nécessairement” a la dignité de “preuves

certaines”, en sorte que le juge doit étre celui qui va décider du niveau de certitude atteint par un argu-
ment. Selon Iarticle “Certitude” de I’Encyclopédie : “La certitude morale est celle qui est fondée sur

I’évidence morale : telle est celle qu’une personne a du gain ou de la perte de son proces, quand son

Procureur ou ses amis le lui mandent, ou qu’on lui envoie copie du jugement, parce qu’il est moralement

impossible que tant des personnes se réunissent pour en tromper une autre a qui elles prennent intérét,

quoique cela ne soit pas rigoureusement et absolument impossible”. Cf. aussi Arnauld-Nicole (1662),

IVe partie, ch, XIII et ch. XIV: “Car comme nous nous devons contenter d’une certitude morale dans

les choses qui ne sont pas susceptibles d’une certitude métaphysique, lors aussi que nous ne pouvons

pas avoir une entiere certitude morale, le mieux que nous puissions faire, quand nous sommes engagés

a prendre parti, est d’embrasser le plus probable puisque ce serait un renversement de la raison d’em-

brasser le moins probable”; et I’Ars conjectandi de J. Bernoulli (1713) p. 16: “La probabilité est en effet

un degré de la certitude et en differe comme la partie différe du tout. Evidemment, si la certitude intégrale
et absolue, que nous désignons par la lettre a ou par ’unité 1, est constituée de —supposons par exemple—
cing probabilités ou parties, dont trois militent pour qu’un événement existe ou se produise, les autres

s’y opposant : nous dirons que cet événement a 3/5 a, ou 3/5 de certitude (...). Est moralement certain

ce dont la probabilité égale presque la certitude intégrale, de telle sorte que le manque soit imperceptible

; au contraire est moralement impossible ce qui n’a de probabilité que ce qui manque pour étre morale-

ment certain de la certitude entiére”.

Lettre de Leibniz a Thomas Burnett, 11 février 1697, Hanovre. Dans Journal Electronique des Probabi-

lités et des Statistiques, vol. 2, n°1, juin 2006.

(4]
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Mais Leibniz va au-dela en unissant le calcul des probabilités a I’ars combinato-
ria : lorsqu’un événement a des probabilités différentes selon les hypothéses qui sont
également probables, la probabilité de I’événement résultera de la moyenne entre les
différentes probabilités. Il s’agit de la régle de la probabilité totale comprise comme
la somme des probabilités simples que Leibniz identifie a la prostaphérese, c’est-a-
dire un procédeé trigonometrique permettant de remplacer la multiplication par 1’ad-
dition et la soustraction (donc I’ancétre du logarithme).

Mais Leibniz n’a pas fait que cela ; sa grande intuition a été I’application du calcul
des probabilités a la méthode inductive, c’est-a-dire a I’inversion de I’ordre déductif di-
rect, ce qui est utile surtout en droit dans le raisonnement indiciaire (Rosoni 1995 p. 263).

3. LA LOGIQUE PROBABILISTE CONCUE COMME JURISPRUDENCE
NATURELLE

Nous venons de voir en bref quelles sont les caractéristiques essentielles de la notion
de probable chez Leibniz. Mail il faut se demander ol enfonce les racines cette notion.

Dés son enfance, Leibniz entre en contact dans la bibliothéque paternelle avec
des textes de droit romain. A seulement vingt ans, il obtint son dipldme de jurispru-
dence a I’université de Altdorf, avec une these de doctorat intitulé De casibus per-
plexis in jure ; la méme université lui offre une place de professeur. Et on peut noter
gu’il a travaillé, toute sa vie, comme juriste.

Ces rappels a des points particuliers de la vie de Leibniz n’ont pas une fonction
seulement biographique : I’éducation juridique du Philosophe restera toujours une
composante essentielle non seulement dans sa vie, mais aussi (et surtout) de sa con-
ception de la logique probabiliste.

Le processus judiciaire apparait a Leibniz comme la meilleure tentative de réso-
lution des controverses en matiére de décision. La logique juridique, donc, est par sa
nature méme a considérer comme la véritable logique du probable, a la différence
d’une logique de la nécessité, caractéristique des sciences mathématiques. Et lorsque
I’avocat Leibniz a compris au fond le role incontournable de la théorie de la proba-
bilité dans le champ pratique, il a commencé a parler de jurisprudence naturelle.”7

6 Leibniz (1990 p. 290) : “Le fondement sur lequel on a bati revient a la prosthaphérese, c’est a dire a
prendre une moyenne arithmétique entre plusieurs suppositions également recevables. Et nos paysans
s’en sont servis il y a longtemps suivant leur mathématique naturelle. Par exemple, quand quelque héri-
tage ou terre doit étre vendue, ils forment trois bandes d’estimateurs ; ces bandes sont appelées Schurzen
en bas saxon, et chaque bande fait une estime du bien en question”.

7 Lettre de Leibniz a Thomas Burnett, 11 février 1697, Hanovre. Dans Journal Electronique des Probabi-
lités et des Statistiques, vol. 2, n° 1, juin 2006 : “ (...) il faut une Métaphysique ou Théologie naturelle
démonstrative, et il faut aussi une Dialectique morale, et une Jurisprudence Naturelle, par laquelle on
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Leibniz avait compris (et c’est celle-ci un de ses intuitions géniales), que c’était la
jurisprudence a ouvrir la route a la probabilité et non I’envers, comme on peut faci-
lement le croire.

La logique des probabilités que Leibniz veut construire, est différente de la lo-
gique classique qui est la logique du certain, parce-que la premiere veut constituer
une science du réel et non des vérités nécessaires. Il est important souligner que la
conception de Leibniz de la probabilité nait de ses études en matiére de preuve juri-
dique, bien qu’il appartienne a une génération de penseurs tres critiques envers la
vieille logique, mais aussi envers la jurisprudence traditionnelle du droit commun.
La volonté de révolutionner la logique juridigue, ou pour mieux dire, de la fonder,
doit s’appuyer pour Leibniz sur la constatation qu’il est indispensable de partir du
droit romain qui déja possédait une famille compléte de régles de classification d’élé-
ments d’évidences. Il n’est pas rare retrouver cette méme position dans le XVIII
siecle entre les juristes et les philosophes du droit lesquels, en se battant contre le
désordre normatif, insistent sur I’exigence de la codification, en aspirant a convertir
le droit naturel en droit positif en dégagent du systéme juridique existant ce qui est
déja conforme au modele idéal. Mais dans le cadre du jusnaturalisme moderne, il n’y
a pas univocité de jugement sur la jurisprudence romaine.?

Bref, pour Leibniz la logique n’est pas étrangére au droit, bien au contraire, dans
les Nouveaux essais, il affirme : “Toute la forme des procédures en justice n’est autre
chose en effet qu’une espéce de logique, appliquée aux questions de droit”. Cela place
le philosophe dans une position tout a fait nouvelle car, par rapport a ceux qui s’inté-
ressaient seulement aux jeux, il veut établir les fondements philosophiques d’une nou-
velle logique qu’il fallait rapprocher de la théorie de la déduction. C’est pour cela qu’a
partir de Leibniz on peut vraiment commencer a parler de logique juridique® congue

apprenne démonstrativement la maniére d’estimer les degrés des preuves. Car plusieurs arguments pro-
bables joints ensemble font quelquefois une certitude morale, et quelque fois non. Il faut donc une mé-
thode certaine pour le pouvoir déterminer (...).”

8 Voir & ce propos la lettre de Leibniz a Spanheim, 26 octobre 1703, dans Leibniz (1995) : « Je voudrais
faire en quelque facon ce que les auteurs qui écrivent du droit de la nature et des gens sans étre juriscon-
sultes, ont fort négligé, c’est de le mettre en paralléle avec le droit romain. Et cette comparaison m’a
donné des vues qui ont échappées a monsieur Hobbes et a monsieur Pufendorf, et a d’autres qui n’ont
pas assez consulté ces grands hommes dont les digestes nous ont conservé les fragments, et qui ne s’éloi-
gnent pas tant du droit naturel qu’on pense, et en ont eu assurément une profonde connaissance, de sorte
que de vouloir écrire en géométrie sans connaitre ni Euclide, ni Archimeéde”.

9 Le terme “logique juridique” est apparu au début du XV1le siécle. Le premier & I’employer semble avoir
été Martinus Schickhardus auteur d’une Logica juridica datée de 1615, qui rompt avec les expressions
antérieures de “dialectique légale” ou de “topique 1égale” pour affirmer la volonté d’une logique éman-
cipée par rapport a la logique aristotélicienne. Depuis, des auteurs de plus en plus nombreux le repren-
nent, surtout pour se référer a une logique juridique basée sur les catégories de la rhétorique ; c’est le
cas, par exemple, de Perelman et de son école. Tout efois, le premier a avoir écrit pour combler une
lacune dans ce champ est Cyprianus Regnerus, auteur d’une Demonstratio logicae Verae luridica. En
effet, personne avant Regnerus, n’avait pensé a tirer profit, dans le champ de la jurisprudence, de la
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en un sens moderne, c’est-a-dire comme étude du raisonnement des juristes ayant le
but de créer une “axiomatique de la contingence” ayant, finalement, un but réformateur
et éthique visant a I’amélioration des conditions de vie des individus.

4. PROBABLE, DROIT, LANGAGE UNIVERSEL, LOGIQUE DE LA VISION

Dans le visionnaire projet de Leibniz, ne pas avoir rejoigné la certitude démonstra-
tive typique des mathématiques, dans les champs du contingent, n’est qu’un défaut
d’application. La théorie de la probabilité, en regardant a I’exemple offert par le droit
qui posséde une composante objective trés forte qui fait que leurs arguments soient
des vraies démonstrations qui peuvent étre considérée une extension de la logique
générale, doit servir justement a guérir cette fracture.'® Leibniz indique aussi ses ins-
pirateurs et signale Antoine De Méré, Blaise Pascal, Christian Huygens, Jan de Witt.
Les prémisses de la nouvelle logique juridique se basent pour Leibniz sur I’insuffi-
sance des vieilles notions de vrai et de faux et sur la construction d’une logica pro-
babilitatum a travers un examen rigoureux des conditions en termes juridiques.*

dialectique ramienne qu’il utilise comme synonyme de logique et il différe des penseurs du XVlle siécle,
tel Leibniz, par I’absence de toute référence a la logique des normes. Regnerus et les penseurs de sa
génération congoivent la logique a la maniere de Pierre de La Ramée, c’est-a-dire comme un ensemble
de regles (canones) fondées sur la dialectique.”

10 Leibniz (1990 p. 292) : ““De plus, on peut dire que les jurisconsultes ont plusieurs bonnes démonstrations;
surtout les anciens jurisconsultes romains, dont les fragments nous ont été conservés dans les Pandectes.
Je suis tout a fait de I’avis de Laurent Valle, qui ne peut assez admirer ces auteurs entre autres parce
qu’ils parlent tous d’une maniére si juste et si nette et qu’ils raisonnent en effet d’une fagon qui approche
fort de la démonstrative, et souvent est démonstrative tout a fait. Aussi ne sais-je aucune science, hors
de celle du droit et celles des armes, ou les Romains aient ajouté quelque chose de considérable a ce
qu’ils avaient regu des Grecs.”

11 Les conditions sont de quatre types et ont été résumées par le schéma qu’a proposé Schepers (1975),
vol. 1V, pages 12-13) : “Conditio est

1. nondum vera

pendet conditio

Conditio falsa indeterminata

Conditio possibilis

Pendet conditio ante eventum

Conditio incerta efficit jus conditionale

1. aliquando vera

Existit conditio

0. Conditio vera indeterminata

1. Conditio per consequens necessari

2. Si conditio existit, dispositio purificatur

2. semper vera

Conditio vera determinata

Conditio necessaria

Conditio necessaria facit jus purum

Si conditio est necessaria, dispositivo est pura
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Cette “mathématisation” doit se faire par sa constitution en systeme. Celui-ci doit
posséder un langage universel qui soit compréhensible par tout le monde : ceci est le
langage par signes!? grace auquel on peut finalement fermer les portes aux lieux to-
piques, aux “argumenta” qui ne peuvent pas posseder la composante universaliste
inhérente au langage symbolique.

Bref, si pour le volé mathématique des probabilités, il faut certainement pour-
suivre I’examen des jeux de hasard, pour construire un nouveau type de logique, une
logique inventive, il faut étudier les exemples provenant du droit.

Il faut tenir toujours présent a I’esprit le fait que le projet de construction d’une
logique probabiliste modelée sur la jurisprudence, rentrait dans le projet plus ample
de construction d’une langue universelle, d’une alphabetaria revolutio; projet par
lequel Leibniz se propose de construire un langage universel et formalisé capable
d’appliquer, méme en droit, I’ars inveniendi, c’est a dire I’art de la découverte.

3. nunquam vera

0. defecit conditio

1. Conditio falsa determinata
2. Conditio impossibilis

Conditio impossibilis efficit jus nullum

3. Cum conditio fit impossibilis, deficit

4. Si conditio deficit, dispositivo vitiatur
Selon la condition impossible, contingente ou nécessaire, le droit est inexistant, conditionnel ou absolu.
En considération de cela, définitions et théorémes sont selon les cas, placés en relation a des situations
juridiques spécifiques. De plus, le Philosophe suggere I’attribution d’une valeur numérique a chacun de
ces trois cas en croyant que le magistrat qui doit examiner un cas, puisse finalement recourir au calcul
pour former ses jugements : I’unité pour le jus parum, le zéro pour le jus nullum et une fraction % qui
représente n’importe quelle fraction entre 0 et 1 pour le jus conditionale.

12 1a notion de signe assumera une importance fondamentale a I’Age classique, lorsque le signe en viendra
a signifier un signifiant concret par rapport a un signifiant abstrait. Grace aux signes, la combinatoire et
la probabilité pourront arranger de multiples maniéres, les penseurs de 1’age classique veulent simplifier
le raisonnement qui, réduit a une dimension visible et pas seulement auditive, serait plus conforme a la
volonté de réduire en systéme la nature corrompue par le désordre d’une pensée sans signes. C’est jus-
tement la un des buts de la logique juridique moderne qui donne I’occasion aux théories mathématiques
de la probabilité, de devenir 1’expression écrite de la jurisprudence congue comme logique naturelle. Le
signe donne donc la possibilité a la théorie de 1’argumentation juridique d’entrer dans une dimension
représentative qui permet a la parole de sortir de sa dimension exclusivement auditive et sonore pour
devenir représentation visuelle, ¢’est-a-dire calcul. L’entrée du signe dans la modernité, a comme but de
réduire a un systéme élémentaire de signes, un systéme complexe d’arguments qui équivaut a transfor-
mer les théories de I’argumentation juridique, en systéme de logique juridique par I’art combinatoire. La
théorie du signe qui est née sur le terrain empirique du droit, a été ensuite transférée sur le terrain de la
logique tout court ot on trouve expliquée la fonction des termes gucdg, onueiov, texunprov. 1l est donc
indispensable de bien comprendre la signification de ces termes pour bien comprendre la démarche his-
torique et philosophique de la logique juridique, mais aussi de la logique classique en général. Pour une
reconstruction historique de la notion de signe voir Maieru (1981).
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Le réve leibnizien de créer un langage universel et formalisée, capable de freiner
les disputes philosophiques a I’aide du simple calcul, s’inscrit bien dans le panorama
philosophique du XVIlle et XVIllle siécle, mais son projet n’était pas limité au champ
logique : il intégrait I’étude des langues historico-naturelles. En général, au XVlle et
XVllle siécle, on juge de la supériorité des langues artificielles, c’est a dire scienti-
fiques, sur les langues naturelles, dont le progres perfectionnerait notre art de penser.
Ceci s’oppose a ce qui pensait Descartes qui, dans sa lettre a Mersenne du 20 novembre
1629 avait estimé que ce réve resterait irréalisable. Leibniz connaissait cette lettre et,
vu les progres de I’informatique d’aujourd’hui, on lui donnerait plut6t raison.

La langue universelle suppose certains postulats indispensables (Gensini 1995) :

e L’homme est universel par sa raison, donc il existe aussi une logique universelle.
e Cette Logique doit pouvoir se traduire en langage universel.

e Les mots sont des signes. Seulement le signifiant peut différer selon les
langues ; le signifié, c’est a dire I’idées, doit par contre étre le méme pour
tous les hommes.

e Toutes les idées complexes impliquent des idées simples. Telle est la condi-
tion d’une langue universelle. Leibniz va partir de la langue la plus univer-
selle pour les savants au XVlle et XVIllle siecle : le latin. Il va donc essayer
de réduire le latin au plus simple : une seule déclinaison, une seule conjugai-
son, un seul genre, un seul nombre, etc.

e Pour construire cette logique, il devient alors nécessaire de I’éloigner de la
dialectique aristotélicienne des Topiques et d’adopter une méthode rigou-
reuse et démonstrative.

Cette visée releve de I’incontournable influence de Pierre de La Ramée sur la
pensée de Leibniz. Comme La Ramée (1543) Leibniz aussi tient pour inutile la lo-
gique aristotélicienne accusée de créer deux logiques, méme s’il n’en existe qu’une
et d’avoir “vulgarisé” la logique en s’appuyant non pas sur les lieux logiques, mais
sur les lieux communs.®

La conception de la dialectique a laquelle Pierre de La Ramée s’inspire, est celle
de Rudolph Agricola, dont la contribution décisive de la dialectique a la science ju-
ridique est désormais unanimement reconnue, au point qu’on peut sans doute affir-
mer que tout traité de dialectique légale du XVIe siecle, n’est qu’une imitation de
celui de Agricola. Agricola dans son De inventione Dialectica (1529) a commenceé a

131 eibniz (1995 p. 368) : “I’ai dit plus d’une fois qu’il faudrait une nouvelle espéce de logique, qui trai-
terait des degrés de probabilité, puisque Aristote dans ses Topiques n’a rien moins fait que cela, et s’est
contenté de mettre en quelque ordre certaines regles populaires, distribuées selon les lieux communs,
qui peuvent servir dans quelque occasion ou il s’agit d’amplifier le discours et de lui donner une balance
nécessaire pour peser les apparences et pour former la-dessus un jugement solide”.
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séparer dialectique et rhétorique parce que, selon lui, la rhétorique traditionnelle
avait contaminé toute la théorie de I’invention dans le domaine général de la logique.
Dans ce nouveau systeme, il n’y a plus aucune différence entre les loci de la rhéto-
rique et ceux de la dialectique. La nouvelle dialectique développe les loci d’un point
de vue logique mais, paradoxalement, a partir de 1a, on commence a assister a une
dévaluation progressive de la rhétorique et a une subordination conséquente de cette
derniére a la dialectique. C’est a partir du moment ou Agricola identifie les loci de
la rhétorique et de la dialectique, que commence a se dessiner I’irréversible fracture
entre logique et rhétorique qui a caractérisé toute la période moderne. Et c’est juste-
ment & partir de cette fracture philosophique qu’on a congu le raisonnement juridique
comme schéma syllogistique et la rhétorique comme théorie de I’ornatus, car le but
gue poursuit la dialectique est de réduire au syllogisme tout type de raisonnement.
On peut sans doute affirmer, avec Perelman (1958) que c’est cette fracture qui a
préparé tout le rationalisme moderne.

Dans le projet visionnaire de Leibniz, contenu déja dans la Dissertatio de arte
combinatoria (1666), qui prend corps a partir des lectures des Elementa philoso-
phiae (1655) de Thomas Hobbes, la volonté de jeter les bases d’une nouvelle lo-
gique qui doit désormais répondre aux exigences d’une logique de la découverte
apparait évidente. Déja Hobbes affirmait que “ratiocinatio est computatio ”, rai-
sonner c’est calculer ; mais Leibniz pousse bien plus loin cette idée et sa conception
de la logique se révele bien plus complexe : avec lui on passe de la syllogistique
démonstrative a la logique de I’invention. Pour Leibniz, il s’agit de créer un véri-
table alphabet des pensées en appliquant I’ars combinatoria (combinaison de deux
ou plus éléments) pour créer un calcul ratiocinator ou les concepts sont des signes
et les raisonnements un pur calcul logique. Méme la plus grande invention de Leib-
niz, c’est a dire le calcul infinitésimal, consiste en effet a représenter par des signes
appropriés des notions et des opérations qui n’ont plus rien d’arithmétique. On peut
donc affirmer que le calcul infinitésimal n’est qu’un échantillon, le plus réussi, de
la Caractéristique universelle.

Dans la perspective plus spécifiqguement logique, le projet concernait la possibi-
lité de créer un rapport visuel et silencieux entre les signes et les idées grace a la
recherche de systemes d’écriture dégagés des langues naturelles, dans le but de cons-
truire un calcul logique sur le modele de I’algébre. Dans le 111 livre des Nouveaux
Essais, paragraphe 2, Leibniz se pose le probléme du naturel dans les langues et il
parle de “pensés sourdes” pour marquer, en algébriste, son souci de se concentrer
plutét sur les fonctions que sur le sens des termes car, I’origine des langues se trouve
dans le désir de nous faire entendre. Ce calcul logique substitué a la langue parlée
aurait eu beaucoup d’avantages (Coutourat 1901 ; Capozzi 2009) :

e Un avantage pour la mnémotechnique, comme déja Descartes avait dans les
Regulae avait compris, et pour notre sdreté, car les signes écrits aident a se
souvenir et aucun malin génie ne peut nous tromper en les altérant.
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e Un avantage pour I’intellect qui peut se représenter simultanément une série
de pensées différents qui peuvent étre réunis par les signes.

e Un avantage pour I’élaboration et I’examen des raisonnements, car la carac-
téristique posséde le moyen de fixer le raisonnement, en le contraignant a
laisser des traces visibles sur le papier que nous pouvons consulter partout et
guand nous le désirons.

e Un avantage qui provient du non-recours aux langues ordinaires lesquelles,
bien qu’étant tres utiles au raisonnement, sont néanmoins sujettes a des équi-
voques, danger qui n’appartient pas aux signes algébriques et arithmétiques
ou tout raisonnement est une combinaison de symboles et ou une erreur n’est
gu’une simple erreur de calcul.

Bref, ce qu’échappait & I’imagination, maintenant est disponible grace aux signes
qui fonctionnent comme des “images vides” de contenus représentatifs ; ils consent
de dépasser |’imagination en s’appuyant sur elle. Ces opérations symboliques, évi-
tent de surcharger le cerveau au-dela de ses naturels limites biologiques, et lui don-
nent plus pouvoir.

Leibniz reprochera a ce projet de langue universelle de poser son fondement dans
un arbitraire radical. Pour Leibniz, si une langue universelle est possible, ce n’est
gu’a condition de refléter les opérations intellectuelles. C’est a cause de ceci que le
projet de Leibniz apparait comme une tache infinie et utopique. Cette difficulté avait
été entrevu déja par Descartes en 1629, comme le témoigne une lettre a Mersenne
qui Leibniz dépasse en affirmant que cette langue universelle si dépend d’une “vrai
philosophie”, elle ne dépend pas, pour autant, de “sa perfection”. Entre création
d’une Characteristica e réalisation de la philosophie, il y a un rapport d’échange et
d’enrichissement réciproque. C’est cet aspect qui fait que le réve leibnizien presque
accompli par Frege (1879) avec son Idéographie et, avant lui, par George Boole qui
a le grande mérite d’avoir démontré que la déduction logique pouvait étre traitée
comme une branche de la mathématique, ou il propose une notation dont les signes
ne représentent pas des phonémes mais qui soient fonctionnels a une langue symbo-
lique adressée a I’eil, pas a 1’oreille; toutefois, dans le systeme de Frege, ses déduc-
tions sont insupportablement difficiles et longues.

Pour toutes ces raisons, on peut considérer le réve de Leibniz comme un réve non
accompli, car Leibniz avait imaginé un langage capable pas seulement de tirer des
déductions, mais aussi capable de contenir de maniére automatique toute vérité de la
science et de la philosophie. Deuxiemement, Leibniz avait révé d’un langage qui soit
aussi un efficace et simple instrument de calcul pour manipuler des symboles.

Ce réve leibnizien s’inscrit dans la problématique plus ample, propre a la moder-
nité d’une logique de la vision inspirée par un langage symbolique modelé sur le
langage algébrique que Leibniz présente de maniére paradoxale comme une cogita-
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tio caeca et qui poussera Ploucquet, (1765) auteur au XVIII¢siecle de calculs lo-
giques, a exalter, exactement comme I’a fait Leibniz, les bénéfices de la surdité qui
a I’avantage de ne pas emprisonner celui qui n’entend pas, dans les chaines compli-
quées des sophismes linguistiques (Capozzi 2009).

Comme on I’a vu, le détachement de la logique des langues ordinaires poursuivi
par Leibniz, a trouvé chez Frege une idéale continuité : en effet, la recherche d’une
méthode de calcul capable d’établir si dans le systeme de Frege une inférence était
correcte, a fait que dans le 1936 le réve leibnizien devienne une simple chimére, car
on a démontré qu’il n’existe aucune méthode générale de ce genre. Mais c’est a partir
de ce résultat négatif que Alain Turing a ensuite découvert gqu’on pourrait penser a
une “machine universelle” capable de calculer toute seule n’importe quoi. Une nou-
velle qui aurait procuré une grande joie a Leibniz.

Ce projet leibnizien qui a eu un énorme retentissement, comme on peut le juger
des progres de I’informatiques qui donneraient raison au réve de Leibniz, témoigne
aussi de son intérét pour les langues, en particulier pour la grammaire exposée par
les logiciens de Port-Royal dans leur Logigque (1662), qui trouve ses racines loin-
taines chez Raymond Lulle (1235-1315) qui dédia son ceuvre a la construction d’une
ars magna, c’est a dire d’un art universel capable de combiner les principes premiers
pour former les principes de toutes les sciences. Cet art combinatoire prétendait étre
une “algébrisation” des principes rendus en caractéres alphabétiques. A travers la
combinaison de lettres et de figures, le philosophe majorquin veut créer un instru-
ment de connaissance simple, au service de I’action : ¢’est I ’Art combinatoire qui,
repris par Leibniz, s’apparente a la logistique contemporaine.

Leibniz dans sa Nova methodus discendae docendaeque jurisprudentiae (1667)
manifestera la méme exigence que Lulle de construire des tableaux (tabellae) pour
classifier le droit, sur I’exemple de Pierre de la Ramée.'* Mais comme on vient de le
montrer, Raymond Lulle, bien avant Pierre de La Ramée, avait pensé a tirer profit
d’une simplification formelle atteinte a travers les lettres de I’alphabet et stimulée
par le recours a la mnémotechnique. Sur le plan formel, sa préoccupation était de
“symboliser” les quatre figures syllogistiques pour les simplifier et les réduire.

14 Leibniz (1667 pag. 295) “Les Définitions ou explications des termes juridiques doivent étre traitées dans
un ouvrage spécial, sans aucun mélange avec des préceptes ou des regles ; cela peut étre appelé : classi-
fication du droit (Partitiones juris). Que la méthode n’en soit pas alphabétique, mais précise et entiére
(accurata et solida). 1l est a remarquer en effet que dans une méthode entiére et naturelle la chose expli-
quera la chose et que la mémoire en sera secourue. Les tableaux (tabellae) sont trés commodes dans ce
domaine et il faut que d’un seul regard (uno obtutu) toute la connaissance soit d’abord disposée dans un
tableau général, comme sur une carte géographique ensuite on fera le tour en particulier de chaque pro-
vince (singulas quasi provincias lustrare).”

15 Lulle (1996 p. 220) nous donne un exemple parfait d’ars combinatoria:
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5. CONTINUITE ENTRE LOGIQUE ET RHETORIQUE CHEZ LEIBNIZ

L autre aspect qui est a fondement du projet philosophique de Leibniz de création
d’une véritable logique juridique, mais qui est aussi un tournant décisif dans la phi-
losophie moderne, est la question de la continuité entre logique probabiliste, rhéto-
rique et dialectique.

Pour comprendre les rapports, j’oserais dire “tendus”, qui existent entre logique
et rhétorique, il faut avant tout considérer la source d’ou tire origine la logique aris-
totélicienne et quel but Aristote lui assigne, pour démontrer que, des sa naissance, la
logique a exploré I’immense région de la pensée non formalisée. La logique est née,
justement, de I’exigence de développer une logique de | ’argumentation non-déduc-
tive et de la découverte. La limite de la position d’Aristote réside dans le fait de ne
pas avoir réussi a émanciper la théorie de I’eikos (le probable) qui reste confinée
dans cette logique mineure constituée par la rhétorique-dialectique.

A I’age moderne, La Ramée a inauguré le processus fondamental d’émancipation
de la rhétorique qui sera au centre du débat logico-probabiliste moderne. La philo-
sophie ramusienne ne répond pas seulement au souhait de fonder une nouvelle phi-
losophie, mais elle constitue aussi le point de départ pour toutes les philosophies qui
se succéderont dans les siecles a venir. C’est avec La Ramée, qu’on va glisser de
logique classique a une nouvelle théorie de I’argumentation qui fait ses adieux aux
créations de la logique aristotélicienne, pour se concentrer sur une nouvelle concep-
tion de la méthode, de la dialectique et de la rhétorique qui sera a la base de la logique
juridique et de la logique probabiliste du XVlle et du XVIlle siécles qui ne verront
pas une discontinuité entre rhétorique et logigque, en reconnaissant a la rhétorique
une double fonction: persuasive et euristique.

La méme tentative d’application de I’art combinatoire au domaine du droit con-
duit Leibniz, en 1667, a mentionner La Ramée dans la Nova methodus discendae
docendaeque jurisprudentiae. Décisive chez Leibniz est plut6t I’influence du ra-

BC ) DE EF FG GH HI IK |
BD CE DF EG FH Gl HK

BE CF DG EH FI GK

BF cG DH El FK

BG CH DI EK

BH Cl DK

BI CK

BK

Dans la deuxiéme colonne, il manque un couple qui aurait di étre CB, mais dans la premiére colonne
figure le couple BC, dont les lettres sont inversées. On peut donc éliminer CB. Dans la troisieme colonne
il manque les couples BC et DC, mais dans les colonnes précédentes, figurent déja BD et CD. Dans la
quatriéme colonne, il manque les couples EB, EC, ED, mais dans les colonnes précédentes, nous trou-
vons déja BE, CE, DE, etc.
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misme allemand et d’auteurs tels que Bisterfeld,'® Alsted, Jungius, qui enrichissent
beaucoup I’aspect théorique des “lieux” et qui préparent a Leibniz un vaste horizon
spéculatif ou placer ces concepts-clés.

Avec ces concepts, nous touchons autant la métaphysique que la logique : or,
c’est bien la I’ancrage de cette conception opérationnelle logique de la dialectique
de Leibniz qui prend son sens, et ne perd pas son sens, que d’un concept métaphy-
sique de la dialectique qui en inspire toutes les opérations.*’

Le surnom d’““usuraius” donné a Pierre de La Ramée, est du au fait qu’il congoit
la logigue comme répondant, désormais, au critére d’utilité et moins comme une
chaine parfaite de syllogismes déductifs ; plutbt comme un art de penser dirigé vers
la résolution des problémes de la vie réelle.'®

Leibniz, préoccupé de défendre la connexion existante entre logique et rhéto-
rique, a publié en 1670 le De principiis de Mario Nizolio (1553) qui, en opposition
a Pierre de La Ramée, voulait substituer le caractere abstrait de la logique avec des
pensees liées a la réalité, grace a la structure grammaticale des langues. Dans cette
ceuvre il assume une position treés nette contre le ramisme qui, selon lui, aurait fait
une distinction trop rigide entre rhétorique et art oratoire, sans tenir dans la juste
considération I’incontournable rdle logique de la rhétorique. Méme en ceci, on peut
remarquer le poids majeur des intuitions de Leibniz : tout en révant d’un langage
visuel, il ne voyait point une discontinuité entre la logique et la rhétorique, laquelle
peut compter non seulement sur sa vis disserendi, mais aussi sur sa vis cogitandi
grace, justement a la stimulation exercée sur elle par la logique.

Méme les partisans du modele algébrique en logique, comme par exemple Lam-
bert, nourrissaient de grands espoirs dans une rhétorique revisitée a la lumiére des
études sur la mémoire, stimulée par une nouvelle topique et aussi par les apports de
la psychologie empirique. La nouvelle rhétorique a I’époque moderne n’a plus pour
but la persuasion ; elle se donne un objectif théorique (Capozzi 2009).

Leibniz verra dans Bacon la tentative de dépasser les limites étroites entre rhéto-
rique et science. La topique, selon Bacon, n’a pas seulement la fonction de fournir
des arguments dans une dispute basée sur des argumentations probables, mais elle a

16 Johann Heinrich Bisterfeld liait les lieux a la théorie de la perichdresis ou immeatio considerée dans sa
composante logico-gnoséologique opérationelle et de relation ; pldtot que dans la composante ontolo-
gico-métaphysique de structure du réel. A Hannover il existe un exemplaire des Elementorum logico-
rum libri tres de Johann Heinrich Bisterfeld (1657), avec en marge des notes manuscrites de Leibniz.

17 Déja I’étymologie de dialectique, souvent traduit par “discussion”, peut nous faire remarquer que le
processus dialectique est un processus rationnel, comme le souligne tres bien Leibniz. Dialectique fait
référence au verbe grec diodéynotou (dialegesthai): c’est clairement la racine de Adyog qui est la méme
dans le verbe grec doyinotou (logizesthai) et méme si on traduit I’un par “discuter” et I’autre par “rai-
sonner”, les deux termes possedent une racine commune.

18 e témoignage philosophique sans doute plus important du ramisme est la Logique de Port-Royal de
Nicole et Arnauld (1662).
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aussi une précise et importante fonction dans la régulation du développement interne
de la pensée.

6. CONCLUSIONS

Ces sont les fondements historico-logiques du lien entre probable, langage, logique
de la vision et jurisprudence chez Leibniz, qui se posent donc au fondement d’une
vraie algebre logique, la Characteristica, d’un calcul ratiocinator applicable a toutes
les sciences, y compris la science du droit et la science du langage.

Leibniz a montré que c’est la science du droit qui, la premiére, a appliqué la lo-
gique aux actions humaines et qu’en droit la logigue de la vision, c’est a dire la pen-
sée symbolique, est indispensable pour en faire une véritable science. Cette tentative,
selon Leibniz, doit passer par la construction d’un langage formalisé qui puisse per-
mettre d’obtenir les mémes résultats que les mathématiques et qui ne souffrent pas
de la méme confusion qui emprisonne les paroles en langue naturelle.

Toutefois, ce magnifique projet philosophique n’aboutit pas. Pourgquoi ? On peut re-
tracer deux raisons fondamentales de 1’“échec” leibnizien (si d’échec on peut parler):

e D’abord, créer la langue universelle impliquerait I’analyse totale de toutes
non pensées, opération possible seulement pour Dieu.

e La deuxieme raison revient au fait qu’en Dieu la combinatoire est congue
comme une écriture logique. Donc la langue universelle ne peut étre parlée
parce-qu’elle est écriture de Dieu en qui, seul, il y a coincidence du sens et du
signe écrit entre qui, dans I’idée de Leibniz, existe une séparation ontologique.

Malgré cela, je pense que la chose vraiment importante a considérer du projet
leibnizien, soit le but et I’esprit par lequel ce visionnaire projet a été congu.

La pensée de Leibniz et, plus généralement, la pensée classique, est une “pensée
par signes”. La tentative de rationalisation a laquelle ont été sujettes les “sciences
humaines”, comme le droit, a été faite a I’aide de la construction pas si utopique, si
on pense aux développements de I’informatique contemporaine, d’un nouveau lan-
gage qui avait, au fond, une volonté réformatrice au niveau soit théorique soit pra-
tique. Leibniz devient I’interpréte majeur d’une philosophie qui a débuté au XVII®
siécle : la philosophie de la représentation dont le signe écrit est I’expression d’une
exigence qui vise au dépassement des limites posés par le langage commun. La nou-
velle conception binaire du signe sépare désormais le vu et le lu, le visible et I’énon-
cable. Pour que le droit devienne une science, il doit s’affranchir de sa dimension
orale et argumentative : les choses et les mots vont se séparer, I’ceil sera destiné a
voir, et a voir seulement ; I’oreille a seulement entendre. Le discours aura bien pour
tache de dire ce qui est, mais il ne sera rien de plus que ce qu’il dit.
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Chez Leibniz et ses contemporaines il ne faut pas chercher une vaste architecture
épistémologique, telles celles proposés aux cours des siécles suivants, mais y recon-
naitre la mise en ceuvre artisanale d’une sorte de rationalisme appliqué qui, forgé
dans I’expérience scientifique de la seconde moitié du XVII¢ siécle, s’inscrit dans la
tradition algébrique inaugurée au XVI¢ siécle et gouverné par une hypothése forte
sur la langue des sciences et par conséquent sur I’écriture, sur I’ imprimerie et sur la
société des savants.

La langue n’est alors rien d’autre qu’un véhicule pour atteindre le bonheur. Les
systémes probabilistes deviennent des systémes “téléologiques”™. Il faut créer un nou-
veau langage compréhensible par tous ; un langage capable de freiner les disputes en
matiére juridique ; un langage qui soit finalement démocratique : ainsi, Leibniz ap-
pelle sa Caractéristique, avec une expression empruntée par le droit, “le juge infail-
lible des controverses ”. (Lettre au duc de Hanovre 1690).

En derniére analyse, ce que nous a laissé Leibniz, n’est qu’un grand réve qui nous
remplit d’admiration pour la puissance de sa pensée créatrice.

Dans la capacité de Leibniz a réver des réves souvent impossibles, de se poser
des questions souvent sans réponse, je crois que réside I’essence la plus profonde de
la philosophie. C’est peut-étre celle-ci la vraie lecon a apprendre de la Caractéris-
tique de Leibniz.
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DIFERENCIACION Y
DEMARCACION:
NSTITUCIONALISMO,
SOCIEDAD ECONOMETRICA
Y LA COMISION COWLES
(1930-1960)1

CAMILA OROZCO ESPINEL
EHESS (Paris)

1. INTRODUCCION

Kenneth Arrow, en su presentacion para la celebracion del 50° aniversario de la Co-
mision Cowles, Cowles en la historia del pensamiento econdmico, comienza pre-
guntandose: “;en qué sentido podemos aislar la contribucion de cualquier individuo
0 institucion en el desarrollo del analisis econdmico?” Su respuesta: “ninguna insti-
tucion de investigacion es una isla entera en si misma” (Arrow, 1983, p. 1). Tras la
paréfrasis de la XV1I Meditacién de John Donne?, Arrow continua: “Cowles no es y
no fue un grupo aislado dentro de la corriente dominante de la Economia, sus con-
tribuidores se encuentran hoy inextricablemente mezclados con otras corrientes 2.

1 Esta es una version preliminar e incompleta de un articulo que estoy preparando como parte de mi trabajo
de doctorado. Agradezco a Daniel Trujillo por la ayuda con la preparacion de la version en espafiol.

2 La XVII Meditacion fue publicada en 1624 en Devotions upon Emergent Occasions. El canto original en
inglés es: “No man is an island, entire of itself; every man is a piece of the continent, a part of the main. If
a clod be washed away by the sea, Europe is the less, as well as if a promontory were, as well as if a manor
of thy friend's or of thine own were: any man's death diminishes me, because | am involved in mankind,
and therefore never send to know for whom the bell tolls; it tolls for thee”.

3 No lleva énfasis en el original.
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En este articulo, argumento que, aunque nunca aislada y a pesar de que sus contri-
buciones al analisis econémico (o0 mejor, debido a ello) estan inextricablemente mez-
cladas con aquellas de otras corrientes, Cowles dibuj6 y reforzé limites especificos
de lo que Arrow en 1983 en su presentacion llamo con acierto la corriente dominante
de la Economia. Singular e identificable, el trabajo de demarcacion de Cowles fue
particularmente importante por dos motivos. Por un lado, atribuyd caracteristicas
exclusivas a la ciencia econdmica que efectivamente diferenciaron la corriente do-
minante del Institucionalismo, dando razones para su legitimacion. Por otro lado,
participd en la construccion de la estructura institucional-disciplinar que mantuvo la
hegemonia de la corriente dominante a lo largo de la segunda mitad del siglo XX.

Este articulo se refiere a delimitacion en el sentido de Thomas Gieryn (Gieryn,
1983, 1995, 1999), esto es, como un problema préctico para los cientificos cuando
estan confrontados a: 1) la diferenciacién entre ciencia y otras actividades intelec-
tuales (como el arte, la religion y el folklore); 2) la confrontacién entre definiciones
rivales de ciencia; y 3) la separacidn entre la produccion del conocimiento cientifico
y su utilizacién por no cientificos (el gobierno y la industria, pero también ingenieros
o técnicos)*. Este articulo estudia la confrontacion entre dos aproximaciones rivales
a la Economia: el Institucionalismo y la corriente dominante.

La diferenciacion que aqui se examina —concretamente las practicas— dibujé
los limites de lo que debia entenderse como auténticamente cientifico y lo que no.
Dicho de otro modo, de lo que debia entrar y lo que debia ser excluido de una forma
de hacer Economia considerada auténticamente cientifica. Esto incluia asimismo li-
mites entre quién estaba en el centro de la disciplina y quién ocupaba sus margenes.
Concretamente, entre 1930 y 1960, en el contexto de la Comision Cowles, se usd
una idea de lo que una economia auténticamente cientifica debia ser para empujar el
Institucionalismo fuera de sus limites®. La Teoria del Equilibrio General de Walras
encontré espacio en Estados Unidos dentro de estos limites, y fue fundamental para
dibujarlos y reforzarlos.

Privilegios (p.e., oportunidades materiales) y desventajas (p.e., exclusién de la
comunidad cientifica) estan asociados respectivamente a posiciones en el centro y la
periferia de la disciplina®. Las disputas relacionadas con los limites por la autoridad

4 Para otros usos del concepto de delimitacion en la historia de la economia ver (Fourcade, 2009, pp. 8-9,77-
78, 90-93; Mata, 2009; Mirowski, 1999, pp. 690-691).

5 Académicos de la historia de la economia del siglo XX han mostrado que el impetu original de la
economia ortodoxa en Estados Unidos se encuentra durante los afios que precedieron y siguieron
inmediatamente la Segunda Guerra Mundial. Los afios comprendidos entre 1930 y 1960 constituyeron
una coyuntura critica. Sobre este tema, ver, por ejemplo, (Dippe & Weintraub, 2014; Mirowski &
Hands, 1998; Mirowski, 2002b; Morgan & Rutherford, 1998b).

6 La caracteristica distintiva de las disciplinas modernas es organizar la ensefianza, la investigacion y la orga-
nizacion profesional dentro de una unidad institucional del mismo tipo. Hay una coherencia multifuncional
entre estas tres dimensiones (Heilbron, 2004). Este articulo se enfoca en la dimensién de la investigacion.
Sin embargo, todavia hace falta un andlisis integrado para entender por completo el proceso de renovacion
de la economia durante los afios que aqui se analizan.
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de llamarse a si mismo cientifico y las reivindicaciones de la legitimidad asociada a
la ciencia no son, entonces, ni un problema analitico puro ni una mera cuestion aca-
démica: la diferenciacion es un problema préctico que se realiza cotidianamente.
Este articulo analiza como, durante el preAmbulo y la constitucion de la Sociedad
Econométrica, un grupo de académicos con intereses similares definieron teoria de
una forma especifica. Esta definicidén excluia ciertos métodos del repertorio de la
Economia auténticamente cientifica. Desde la posicién de dominacion dentro del
campo de la Economia estadounidense que ocupaban, estos académicos disefiaron al
tiempo una politica de membresia para cumplir con esta finalidad.

Es importante tener en cuenta que la diferenciacion con respecto al Instituciona-
lismo no fue sino una de las barreras erigidas por la corriente dominante entre 1930 y
1960’. Su monopolio de la autoridad cientifica fue el resultado de diferentes —pero
mutuamente reforzados— procesos de delimitacion y demarcacion. Aungque los histo-
riadores de la Economia del periodo de entre y postguerra han resaltado la profunda
heterogeneidad entre las corrientes ortodoxas, un principio clasificatorio (mas que ex-
plicativo) ha guiado generalmente los anlisis. Por ende, la heterogeneidad, caracteris-
tica constitutiva y elemento decisivo de la explicacion del éxito de la corriente domi-
nante, ha sido generalmente subestimada. Este articulo busca entonces encuadrar la
corriente dominante en un marco mas incluyente. Aqui, la corriente dominante se pre-
senta como un sistema heterogéneo pero coherente, cuyas distintas piezas establecie-
ron limites diferentes, y como resultado, tuvieron funciones diversas en el proceso de
monopolizacion de la autoridad y los recursos cientificos. La coherencia del sistema
depende del refuerzo mutuo de diferentes procesos de delimitacién®. Dicho de otro
modo, este articulo va un poco més alla en la XVII Meditacién de John Donne: cada
institucion de investigacion es una pieza del continente, una parte de del todo, pues
estudia la corriente dominante como un continente compuesto por diferentes piezas y
no como una sola cosa (se enfatiza el hecho de que los limites fueron dibujados y
redibujados a lo largo del tiempo), ni como una isla monolitica (se realza la importan-
cia de las formas ambiguas en las que los limites cambiaron).

La idiosincrasia de Cowles se usa aqui para explicar por qué los académicos que
se reunieron alrededor de este centro de investigacion trabajaron en limites especifi-
cos. Al mismo tiempo, el andlisis de la delimitacion de Cowles enriquece nuestro
entendimiento de su idiosincrasia particular y, por tanto, de las distancias, tensiones
y consensos con el resto de la corriente dominante.

"Hand y Mirowski (1998, 2006) han argumentado que el panorama intelectual de la posguerra en la economia
americana se centro en tres poderosos polos: MIT, Cowles y la Universidad de Chicago.

8 Este articulo hace parte de un proyecto mas amplio que intenta articular el andlisis de diferentes procesos
de delimitacion entre 1930 y 1960. El objetivo es entender la monopolizacion de la definicién de ciencia
por parte de la corriente dominante, a través del estudio de los limites que tuvieron que ser establecidos para
lograr la hegemonia disciplinar. La delimitacion es usada como una herramienta analitica y también como
una forma de vincular los limites especificos que se estudian aqui. El proyecto se enfoca en tres localizacio-
nes institucionales: La Comision Cowles, la Universidad de Chicago y MIT.
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2. INSTITUCIONALISMO, ORTODOXIA Y SUPERPOSICION

Vale la pena mencionar que en su presentacion para el 50° aniversario de Cowles,
Arrow utiliza el término corriente dominante y no teoria neoclasica o economia
neoclasica®. Este acto de clasificar ideas, autores e instituciones es una practica re-
currente del campo cientifico. El articulo analiza estas practicas como un proceso de
delimitacion. Al hacerlo, el contenido de las clasificaciones no necesariamente debe
ser presupuesto, y las muchas maneras en que los economistas estadounidenses las
usaron pueden ser distinguidas de sus funciones®. Esto es particularmente impor-
tante debido a que, ademas de la ya mencionada profunda heterogeneidad entre la
corriente dominante, los historiadores de la economia estadounidense de entregue-
rras han confirmado la persistencia de un continuum intelectual que va desde el Ins-
titucionalismo hasta la corriente dominante!!. Adicionalmente, existen areas im-
portantes en las que las aproximaciones institucional y ortodoxa se superponen
—incluso después de la Segunda Guerra Mundial—. La bien conocida heterogenei-
dad del Institucionalismo en ese momento solo refuerza el caracter ambiguo de los
limites y la polisemia de las clasificaciones®.

Los economistas institucionalistas del periodo de entreguerras eran un grupo ex-
tremadamente diverso. Como Morgan y Rutherford (1998) sefialaron,

el institucionalismo consistia en un grupo de programas de investigacion vaga-
mente relacionados, un grupo centrado en ciclos econdmicos y desempleo, con una
agenda de reforma que involucraba algunas nociones de planificacion, y otro grupo
centrado en las dimensiones legales del mercado, con una agenda de reforma enfo-
cada en derecho laboral y regulaciones de negocios” (p.2).%*

A pesar de que el Institucionalismo nunca existié como una agenda tetrica articu-
lada y bien tejida, los diferentes grupos que lo componian compartieron una actitud
distintiva frente a la investigacién econdmica. Derivada de una fuerte creencia en la

9 Para seguir con la anotacion de Arrow y resaltar la importancia del proceso de equitacion en el campo
académico, decidimos usar aqui corriente dominante. Esta eleccion consciente, sin embargo, se usa princi-
palmente para recalcar la heterogeneidad de la ortodoxia.

10 El uso de estas categorias por los historiadores del pensamiento econémico es también un objeto de analisis

interesante.

11 Un niimero importante de personas se encontraron en una posicion de compromiso intelectual entre las dos
aproximaciones durante el periodo de entreguerras (por ejemplo, Allyn Young); algunas fueron mas alla y
se convirtieron completamente (como John Bates Clark). Las herramientas desarrolladas por la economia
institucionalista también se convirtieron en parte del equipo estandar utilizado durante la segunda mitad
del siglo XX (por ejemplo, el trabajo de J.M. Mitchel y Simon Kuznets sobre la contabilidad del ingreso
nacional, y el flujo de fondos de Copeland. (Morgan & Rutherford, 1998, pp. 2-3) (Fourcade, 2009, p. 81)

12 por ejemplo, Thomas Stapleford (2011) muestra la superposicion entre el trabajo de Milton Friedman y las
aproximaciones institucionalistas de la economia.

13 Las raices del institucionalismo en Estados Unidos se extienden hasta 1880. Sin embargo, solo se
volvié un movimiento auto-identificado hasta 1918 (Rutherford, 1997). Este incluia los métodos
cuantitativos de Wesley C. Mitchell, las historias documentales y entrevistas de John R. Walton, los
casos de estudio de empresas e industrias de Hamilton y la teorizacién aplicada de John M. Clark.
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utilidad del conocimiento econdémico para el progreso del ser humano y la sociedad, la
actitud del Institucionalismo frente a la investigacién estaba fundada en una aproxima-
cién inductiva—empirica— al estudio de la economia, y en la conviccién del caracter
insuficiente de un mercado sin regulacion. Ambas caracteristicas intelectuales apunta-
ban a un objetivo com(n: crear una teoria basada en suposiciones realistas, y por tanto,
capaz de atender asuntos y problemas del mundo real. Esta teoria era para los institu-
cionalistas el resultado de la investigacion de condiciones “reales”.

Asi mismo, y a pesar de su diversidad, los institucionalistas estadounidenses per-
manecieron asociados estrechamente a la recoleccion y analisis sistematico de infor-
macion, mas que a los estudios histéricos de las instituciones (Ross, 1979, p. 417)%.
El compromiso de W.C. Mitchell con la identificacion de regularidades empiricas a
través de la observacion cuantitativa detallada es el mejor ejemplo de ello. Su trabajo
monumental Los Ciclos Econdmicos (1946), es la quintaesencia de este método.

El andlisis de la Economia en Estados Unidos durante el siglo XX como una tra-
yectoria donde el cientifismo sustituy al historicismo no representa fielmente esta
transformacion. Por heterogéneos que fueran los grupos y ambiguos los limites en
ellos, su diferenciacién estaba enmarcada en ideas alternativas de cuantificacion
(Porter, 1997). “El institucionalismo americano fue desplazado porque su modelo de
cuantificacion se hizo obsoleto con el ascenso conjunto de la economia matematica
y la econometria, que asociaba el empirismo a la formulacion explicita y a los exa-
menes de las teorias econdmicas” (Fourcade, 2009, p. 84).

Mas que un conflicto entre ciencia e historia, lo anterior fue una guerra cientifica.
Concretamente, la delimitacion invirtio la jerarquia entre la aproximacion inductiva-
empirica-estadistica y la deductiva-teorética-matematica. Los métodos deductivos se
consolidaron progresivamente como dominantes v, a partir de la segunda mitad de la
década de los cuarenta, el Institucionalismo comenzé un proceso de rapido declive.

3. LA CONSTITUCION DE LA SOCIEDAD ECONOMETRICA:
DELIMITACION Y CIMIENTOS

Caracterizado por disputas de delimitacion sobre el conjunto de métodos que debian
ser considerados auténticamente cientificos en Economia, el periodo de entreguerras
fue también un momento crucial en el cual se establecio la estructura disciplinar ne-
cesaria para sostener la hegemonia de la economia dominante. El anlisis del debate
que tuvo su punto mas critico durante los preambulos de la constitucion de la Socie-
dad Econométrica, institucién con la cual Cowles mantuvo una relacién simbidtica®®,

14 Desde una perspectiva comparativa, en su mayoria, los institucionalistas americanos estuvieron menos
enfocados en la historia que sus contrapartes alemanas e inglesas (Fourcade, 2009, p. 81).

15 La fundacidn de la Comisién Cowles es un episodio bien conocido de la historia de la economia americana.
Sobre los inicios de la historia de Cowles, ver, por ejemplo: (Bjerkholt, 2014c; Cowles Commission, 1952;
Hildreth, 1986; Mirowski, 2002a).
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arroja luces sobre la génesis de este proceso’®. Analizar este debate como un proceso
de delimitacion, orientado hacia la reduccion del repertorio cientifico de la Economia
y su monopolio por parte de un grupo de académicos con mentalidades similares, es
particularmente esclarecedor'’. El debate hace evidentes elementos relacionados
con: 1) la confrontacién entre dos repertorios antagonistas, y en su mayoria desarti-
culados, de métodos cientificos: la corriente dominante y el Institucionalismo; 2) el
uso de la legitimidad de la ciencia para proteger la Economia de intereses politicos,
sociales y nacionales; y 3) los cimientos de la estructura que soporta la hegemonia
de la corriente dominante a lo largo de la segunda mitad del siglo XX.

La Sociedad Econométrica fue fundada en 1930 como iniciativa de Irving Fisher
Ragnar Frisch y Charles F. Roos. A finales de la década de 1920, Fisher, Frisch y Roos
compartian cierta admiracion por el progreso cientifico hecho en la fisica como con-
secuencia de su matematizacion, asi como su escepticismo respecto al estado actual de
la Economia en relacién a sus pretensiones cientificas. De hecho, Frisch veia la mayor
parte de su trabajo como la encarnacién de la orientacién que la investigacion de la
Sociedad debia seguir para dirigir y promover las ambiciones cientificas de la Econo-
mia (Bjerkholt, 2014a, p. 3). En junio de 1930, los tres economistas enviaron una pri-
mera carta a un grupo de 28 colegas de 10 paises diferentes de Europa y América del
Norte, para indagar sobre la viabilidad y la mejor manera de llevar a cabo la sociedad
académica internacional a través de la cual esperaban desarrollar su proyecto*®.

A pesar de que la diversidad de respuestas es sorprendente, los 28 colegas que
recibieron la primera carta, de forma casi unanime, convinieron en la pertinencia
general del proyecto'®. El segundo paso era organizar una reunion con el objetivo de
oficializar la fundacion de la Sociedad. Para ello, se envié una invitacion a 83 per-
sonas donde se adjuntaba un borrador del proyecto de constitucion de la sociedad?.
Seis meses después del envio de la primera carta se llevo a cabo la reunién de orga-
nizacién de la Sociedad Econométrica, durante una reunién conjunta de la Asocia-

16 Para una historia detallada de la fundacién de la Sociedad Econométrica, ver Bjerkholt (2014a), Louga
(2010), Morgan (1992). Esta seccidn se basa en el material de archivo presentado por Bjerkholt (2014a).

17 El caracter desarticulado del grupo es evidente en la respuesta de Schumpeter: “Doy una célida bienvenida
al proyecto de una Asociacion Internacional para el Avance de la Teoria Econémica. Creo que una orga-
nizacion asi podria hacer mucho para coordinar los esfuerzos de muchos trabajadores, de los cuales, la
mitad de los frutos se ha perdido debido a su aislamiento. De hecho, cumpliria con un deseo que todos
nosotros sentimos fuertemente algunas veces” (en Bjerkholt, p. 14).

18 Entre las 28 personas que recibieron la carta, se encontraban ocho americanos (T. N. Carver, John B. Clark,
John M. Clark, Griffith C. Evans, Mordecai Ezekiel, Henry L. Moore, Warren M. Persons y Henry
Schultz), cuatro franceses (Clément Colson, Frangois Divisia, Jacques Moret y Jacques Rueff), tres ingle-
ses (Arthur L. Bowley, A. C. Pigou y John M. Keynes), dos suecos (Gustav Cassel y Bertil Ohlin), un
aleman (Ladislaus von Bortkiewicz), un ruso (Eugen Slutsky), dos austriacos (Hans Mayer y Joseph
Schumpeter), un danés (Harald Westergaard), un polaco (Wladislaw Zawadski) y cinco italianos (Luigi
Amoroso, Umberto Ricci, Pietri-Tonelli, Gustavo del Vecchio y Corrado Gini).

19 Con la excepcion de Cassel, Pigou, Slutsky y Moore (que no aceptaron la invitacion por razones de salud).

20 Aquellos que respondieron positivamente a la primera carta, ademas de las adiciones a la lista inicial de
participantes hechas por demanda de Fisher, Frisch y Roos.
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cion Estadounidense de Economia, la Asociacion de Estadistica de Estados Unidos
y la Sociedad Estadounidense de Matematica. Dieciséis personas asistieron, de las
cuales seis no habian sido invitadas oficialmente?*. El borrador del proyecto inicial
no fue modificado sustancialmente. El subtitulo “Sociedad Econométrica, una socie-
dad internacional para el avance de la teoria econdmica en su relacion con la esta-
distica y las matematicas”, que figura todavia en la cubierta de Econometrica, no
sufri6 alteraciones.

En su carta seminal de junio, Fisher, Frisch y Roos atribuyeron caracteristicas
exclusivas a aquello que deberia ser considerado como una Economia auténtica-
mente cientifica. La intencién era diferenciar su aproximacién de aquello que no
consideraban ciencia. Esto es, el trato exclusivamente empirico de problemas eco-
némicos, por ejemplo, los métodos estadisticos de los economistas institucionalistas
y el énfasis que daban a la recoleccion de datos. La carta seminal fue sin duda una
enquéte preliminar algo desestructurada, donde se alternaron preguntas muy genera-
les y muy especificas. Sin embargo, desde sus primeras lineas, expreso un proyecto
ambicioso de manera explicita:

Los que aqui abajo firmamos le escriben para conocer su opinién sobre un pro-
yecto que hemos estado considerando, esto es, la organizacién de una asociacién
internacional para el progreso de la teoria econdmica. Como lo vemos, el principal
proposito de esta organizacion seria ayudar a convertir gradualmente la Economia
en una ciencia genuinay reconocida como tal. Este proposito, pensamos, solo puede
ser realizado al darle a la asociacion un alcance teorético. Unicamente de esta
manera, creemos, se puede asegurar que su trabajo procedera de forma desintere-
sada, exento de prejuicios nacionales, politicos y sociales. (Carta original citada por
Bjerkholt, 2014a, pp. 8-9)

El rasgo distintivo fue un énfasis teorético que dibujaba una linea de separacion
entre una Economia auténticamente cientifica y el “resto”. La linea, antes que todo,
fue un limite que diferenciaba la Economia de la politica: una barrera que protegia
la Economia de distorsiones motivadas politicamente. La estrategia de delimitacion
de la pequefia red de académicos que fundaron y se reunieron alrededor de la Socie-
dad Economeétrica, en sus inicios, tuvo como base esta invocacion y el uso instru-
mental de la legitimidad de la ciencia??. El significado que se atribuy6 al alcance
teorético que aseguraba la conversion de la Economia en una ciencia genuina fue

2 Aquellos que fueron invitados: Ragnar Frisch, Harold Hotelling, William F. Ogburn, J. Harvey Ro-
gers, C. F. Roos, Josef Schumpeter, Henry Schultz, W. A. Shewhart, Ingvar Wedervang y Edwin B.
Wilson. Los que no fueron invitados, pero que participaron en la reunion: Karl Menger, Frederick C.
Mills, Oystein Ore, M. C. Rorty, Carl Snyder y Norbert Wiener.

22 Como Bjerkholt (20144, p. 16) subraya, los primeros afios de la Sociedad Econométrica fueron mas bien
modestos. Luego de enviar la carta seminal en junio y recibir algunas respuestas, los organizadores
rapidamente avanzaron sin financiamiento y sin mucho mas que una lista embrionaria de miembros.
Solo 16 de ellos asistieron a la “reunion de organizacioén”, para la cual la invitacion habia sido enviada
con apenas un mes de anticipacion.
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bastante particular y no estuvo desprovisto de referencias a las ciencias naturales.
Esto es evidente en el significado que se acord6 en la carta para definir “teoria”:

La palabra teoria en esta conexidn no debe, por supuesto, ser interpretada exclu-
sivamente como sindnimo de razonamiento abstracto, sino también como algo que
incluye el analisis de evidencia empirica que sugiere o verifica leyes teoréticas. (En
Bjerkholt, 2014a, pp. 8-9)

Esta definicion est& basada en la delimitacion del repertorio de una Economia au-
ténticamente cientifica, y por ende, es un intento de diferenciacion de aproximaciones
rivales al conocimiento econdmico. La separaciéon implica una jerarquia entre una
aproximacion que combina métodos empiricos y abstractos, y una basada en estudios
puramente empiricos —la referencia a los métodos estadisticos institucionalistas, ba-
sada en recoleccion detallada de datos, es inevitable—. Este limite se refuerza en varias
oportunidades a lo largo de la carta. Por ejemplo, al delinear la importancia del caracter
cuantitativo de la teoria econdémica, Fisher, Frisch y Roos concluyen:

Creemos que la asociacion no deberia incluir a aquellos que han tratado los
problemas econémicos de forma exclusivamente empirica, sin referencia a princi-
pios teoréticos fundamentales®. (En Bjerkholt, p. 10)

Para los remitentes de la carta,

[...] serd en buena medida a través de una conexion constante y cercana entre
puntos de vista abstracto-racionales y concreto-empiricos que el movimiento cuan-
titativo moderno en la Economia producird resultados significativos y duraderos.
(En Bjerkholt, p. 10)

Para ellos, esta conexién solo era posible de realizar a través del

[...] pensamiento constructivo y riguroso similar al que ha llegado a dominar
en las ciencias naturales. (En Bjerkholt, 2014a, p. 32)

El carécter estrecho, y por tanto exclusivo, de la definicion de teoria promovido
por el grupo que organizo la Sociedad Econométrica fue evidente para los que reci-
bieron la carta, especialmente para aquellos comprometidos intelectualmente con
ambas aproximaciones. La respuesta de J.M. Clark evidenci6 esto, primero en rela-
cién a los requisitos de membresia:

Si la asociacion va a representar la teoria en general, y no simplemente una
clase de teoria, me parece que no deberia seleccionar a sus miembros mediante un

23 Vale la pena anotar que a pesar de que la familiaridad con la teoria econdmica y el conocimiento de
matematicas aplicadas a la economia y a la estadistica estaba en primer lugar en la lista de requerimien-
tos para elegibilidad, la familiaridad con el uso de informacidn estadistica era el segundo criterio.
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examen de aptitud para realizar trabajos matematicos-estadisticos, ni crear una
revista comprometida a darle a esta clase de trabajos un lugar dominante. Por el
momento, estoy a favor de darle a la sociedad y a la revista un campo de accion
mayor. (En Bjerkholt, p. 15)

Y luego, al responder sobre su propia elegibilidad:

Me complaceria ser un miembro fundador de una asociacién asi solo si esta
resuelve exitosamente el problema sugerido arriba. Sin embargo, no me inclino a
dar mi apoyo a la conquista completa de la “teoria” por un método matemdtico-
cuantitativo; especialmente ya que espero hacer mi trabajo principal en teoria, pero
no principalmente en ese campo. (En Bjerkholt, pp. 21-22)

Fisher, Frisch y Roos eran conscientes de que “en la practica, la linea [entre eco-
nomistas cuyo trabajo combinaba métodos abstractos y empiricos, y aquellos que
usaban exclusivamente los ultimos] seria dificil de dibujar” (en Bjerkholt, 2014b, p.
10). El punto de separacidn entre candidatos elegibles y no elegibles era borroso, lo
cual es evidente en la lista de personas que recibieron la carta seminal. Aunque esta
comprendia en su mayoria a académicos vinculados a los grandes nombres de la
revolucion marginal, cuyo trabajo ejemplificaba el uso de las matemaéticas en la Eco-
nomia, desde un punto de vista contemporaneo, la lista resulta significativamente
heterogénea®®. Esta heterogeneidad puede ser entendida, en primer lugar, como la
expresion del ya mencionado continuum intelectual entre la corriente dominante y
la Institucional durante el periodo de entreguerras.

Ciertamente el momento de proclamar el monopolio sobre la definicion de Cien-
cia Econémica no habia llegado —Ilos desarrollos intelectuales y organizacionales
que dieron gran impetu a la corriente dominante y la consolidaron definitivamente
en Estados Unidos, solo convergieron durante las postrimerias de la Segunda Guerra
Mundial—. La organizacién de una pequefia red de académicos europeos y norte-
americanos con intereses similares —y un serio conocimiento en matematicas—,
gue unieron fuerzas para promover sus ideas sobre el futuro de la disciplina, no ex-
plica el impetu de la posguerra. Sin embargo, puede considerase como un punto de
quiebre y como el momento de reflexion sobre la estructura disciplinar necesaria
para sostener la transformacion.

Asi, en el periodo de entreguerras fue posible “mantener un nimero de creencias
econdmicas distintas en muchas formas sin estar fuera de lugar o perder necesaria-
mente el respeto por los pares” (Morgan & Rutherford, 1998, p. 4). De hecho, la vena
cientifica de los economistas estadounidenses les permitié guardar algunos estandares
comunes, argumentar sobre cuestiones de método, compartir las mismas plataformas
e incluso contribuir a las mismas revistas. El analisis de los vinculos de W.C. Mitchell
con la Sociedad Economeétrica es particularmente revelador sobre este asunto.

24 Vale la pena mencionar que el grupo europeo también era heterogéneo.
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Durante los primeros afios de 1930 Mitchell fue uno de los economistas mas im-
portantes (si no el mas importante) de Estados Unidos. Aungue estuvo ausente en la
lista de personas a las que fue enviada la carta seminal, fue invitado a la reunién
inaugural de la Sociedad Econométrica el 29 de diciembre de 1930%. Mitchell, sin
embargo, no asistio a la reunion, y su nombre tampoco aparecié como parte del Con-
sejo inicial de la Sociedad. Una vez la confusién que rodeaba la equivalencia entre
los términos cuantitativo y estadistico fue resuelta durante la organizacion de la
reunion, su nombre fue retirado de la lista de candidatos para integrar el Consejo
(Bjerkholt, 2014a, pp. 27-28)%. El objetivo principal de la Sociedad era promover
estudios que apuntaran a unificar una aproximacion teorética-cuantitativa y empi-
rica-cuantitativa de los problemas econémicos. Como consecuencia, los métodos in-
ductivo-empiricos de Mitchell, basados en datos estadisticos detallados, no tenian
lugar dentro de este repertorio.

Ahora bien, la heterogeneidad del grupo que recibid la carta también puede ser en-
tendida como un reflejo de la posicion no-dominante en el campo de la economia desde
la cual escribian Fisher, Frisch y Roos. La respuesta de Francois Divisia a la pregunta
gue hacia la carta por el nombre de la revista de la asociacion, ilustra esta idea:

En cuanto al nombre de la revista, pienso que la formula Ciencia Econémica27
es muy peligrosa. Parece indicar que queremos monopolizar la ciencia econémica
y que somos los Unicos que representamos la verdadera ciencia econémica. Esto
puede estar, tal vez, en el fondo de nuestros pensamientos, pero pienso que no es el
momento de proclamarlo. Afiadiria, incluso, que parece un poco ridiculo adoptar
un nombre tan importante para una publicacion periddica que en sus inicios seria
mas bien modesta. En este sentido, me parece que debemos presentaros como cul-
tivadores de un cierto método de investigacién econémica (0 grupo de métodos)
porque pensamos que es bueno, y no porque tenemos la pretension de decidir defi-
nitivamente la cuestion de si otros métodos también son interesantes. Sobre esto,
veremos luego, a juzgar por los resultados. (En Bjerkholt, 2014a, p. 19)

Aqui, una vez mas, las respuestas de los economistas franceses que recibieron la
primera carta son reveladoras. Por ejemplo, Colson, insistia en que

sobre todo debemos evitar herir a aquellos economistas interesados en facilitar el
uso de métodos mas precisos en nuestra ciencia, sin ser capaces de hacerlo por si
mismos. Seria desafortunado provocar una reaccion contra nuestras ideas por parte
de las personas que tienen la mayoria de las catedras y los ejecutivos oficiales que
tienen, en consecuencia, gran influencia en la juventud. (En Bjerkholt 2014a, p. 16)

25 Mitchell también estuvo en el primer consejo de asesoria que dirigio la Comision Cowles sus primeros
afos y fue el primer presidente norteamericano de la Sociedad Econométrica, después de Fisher.

26 Schumpeter es el responsable del discurso que esclarecio la confusion. En él hizo énfasis en el alcance
teorético de la sociedad como una combinacién de métodos abstracto-racionales y concreto-empiricos.

27 No tiene énfasis en el original.
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El énfasis en la importancia de mantener un perfil bajo habla sobre la debilidad
de su posicion:

No pienso que debamos arriesgar bajo ninguna circunstancia ser tomados como
una maquina para la guerra, y me parece que esta trampa es mas bien facil de
evitar. (En Bjerkholt 20144, p. 20)

Teniendo esto en cuenta, la reorientacién —entre la primera y la segunda carta—
hacia una Sociedad con dos grupos, uno de miembros regulares y otro de fellows
investidos de cierto poder, puede ser interpretada como la estrategia de un grupo en
una posicion no-dominante?. El escrutinio detallado de Bjerkholt (2014a, p.24) de
los requerimientos de membresia muestra que los criterios establecidos en la carta
seminal de junio eran idénticos a los requisitos para los fellows del borrador del do-
cumento de constitucion y que fueron citados en la carta de invitacion de noviembre.
Esta reorientacion de la politica de elegibilidad, sugiere Bjerkholt, fue una “mejor
propuesta”. Por un lado, era Gtil para promover la econometria al ampliar el nimero
potencial de miembros —a través de pocos requerimientos para unirse a la Socie-
dad—, y por otro, era parte de un esfuerzo para mantener la Sociedad en el camino
correcto— a través de un criterio de elegibilidad mas estricto para los fellows.

El alcance de las aspiraciones del proyecto de la Sociedad Econométrica y el es-
tado embrionario de la disciplina para asegurarlo, es evidente en la necesidad de
acufiar un término para catalogar su campo de accién. El término econometria no
aparecio en la carta seminal de junio para indicar el campo de accién, ni como parte
del nombre de la asociacion. EI término econometria apareci6 alli de forma oblicua
entre los nombres propuestos para la revista, y solo fue acufiado explicitamente en
la carta de invitacion de noviembre:

Si la sociedad se erige con el campo de accién que hemos sugerido, parece reco-
mendable acufiar una palabra, ya que ninguna palabra individual actual connota
exactamente la idea correcta. Hasta ahora hemos sido incapaces de encontrar una
mejor palabra que “econometria”. Somos conscientes del hecho de que al principio
alguien pueda malinterpretar esta palabra como algo que hace referencia exclusiva-
mente a la estadistica economica, pero si en la publicacion oficial y en los membretes
siempre se da el subtitulo completo de la sociedad, y si los miembros y fellows de la
sociedad persisten en usar “econométrico” y “econometria” en su debido sentido,
pensamos que pronto estara claro para todos que la sociedad esta interesada en la
teoria econdmica tanto como en cualquier otra cosa. (En Bjerkholt 2014a, p. 33)

En su carta seminal, Fisher, Frisch y Roos mencionan la creacion de una revista
para fomentar el proyecto. Provisionalmente llamada Oekonommetrika, la revista fue
planeada como plataforma para publicar contribuciones que cerraran la brecha entre

28 En la carta seminal el proyecto estaba disefiado como una asociacion internacional. Solo es después de la
segunda carta que el proyecto se denota como sociedad.
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trabajos abstracto-racionales y aquellos basados en una orientacion empirico-induc-
tiva. El grupo presento, ademas, tres de sus funciones:

Ademas de la publicacion de articulos originales, existirian, en nuestra opinion,
tres funciones principales para la revista: (1) revisar y resumir los trabajos mate-
maticos econémicos mas importantes, tanto aquellos publicados actualmente en
otras revistas econdmicas, estadisticas y matematicas, como trabajos sobresalientes
del pasado; (2) suministrar notas biogréaficas respecto a economistas matematicos;
y (3) preparar una bibliografia comentada, completa y sistematizada de literatura
relacionada con economia matematica. Esto requeriria la cooperacién de corres-
ponsales en muchos paises. (En Bjerkholt 2014a, p. 11)

Fisher, Frisch y Roos consideraron otras tareas para la sociedad académica, las
cuales fueron anunciadas como epilogo de la primera carta:

Ademas de la creacion y publicacion de una revista, pueden existir otras nume-
rosas tareas posibles para la asociacién, como promover el establecimiento de ca-
tedras de teoria econdmica que incluyan economia matematica en las universida-
des, ayudar a la estandarizacion de la notacion y la terminologia de la teoria
econdmica, publicar un diccionario léxico de términos técnicos de teoria econo-
mica, servir como bureau de referencia para empresas comerciales que tengan pro-
blemas relacionados con dificultades teoréticas y estadisticas, y demas (Bjerkholt
2014a, pp. 11-12).

Ambas funciones, aquellas contempladas para la revista y las tareas concretas a través
de las cuales la Sociedad adelantaria su proyecto, son elementos constitutivos de la es-
tructura disciplinar que asegurd la hegemonia ortodoxa en la segunda mitad del siglo
XX. Esta estructura se consolidé a lo largo de las décadas que siguieron la fundacién de
la Sociedad. En este proceso el apoyo financiero de Alfred Cowles fue decisivo.

4. EL PROYECTO DE LA SOCIEDAD ECONOMETRICA Y LA COMISION
COWLES

Casi inmediatamente después de la constitucion de la Sociedad Econométrica, un
banquero adinerado de Colorado Ilamado Alfred Cowles 111 apoy6 el enfoque del
proyecto por medio de contribuciones financieras. De forma significativa, A. Cowles
amparo la publicaciéon de Econometrica y la creacion del centro de investigaciones,
la Comisidn Cowles, donde la recién nacida sociedad internacional de economistas
académicos implement6 su proyecto de econometria. Bajo el auspicio de Cowles, la
Sociedad Econométrica crecio rapidamente, pasando de 16 miembros en el momento
de su fundacion en 1930 a 163 miembros en 1933 y 671 en 1939 (Fourcade, 2009,
p. 86). Aunque la influencia de la Sociedad Econométrica decrecié progresivamente
después de la llegada de la Comision a la Universidad de Chicago en 1939, el pro-
yecto econométrico continué influenciando las investigaciones llevadas a cabo en
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Cowles. Solo hasta finales de la década de 1940, el proyecto econométrico, tal como
habia sido concebido por la Sociedad Econométrica, fue gradualmente abandonado.

A principios de la década de 1940, los fundamentos institucionales-disciplinares
impulsados por la Sociedad Econométrica estaban todavia en construccién. Aungue
el proceso tomaria mas de tres décadas, en esta coyuntura especifica los cimientos
ya se habian pensado exhaustivamente: las fronteras entre la ortodoxia y el institu-
cionalismo se estaban volviendo cada vez mas claras. La evaluacion de Oscar Lange
en 1942 de los candidatos potenciales para la direccion de la Comisidn es reveladora:

No lo clasificaria [a Burns] como un estadista matemético (de la clase de Hote-
lling, Bartky, o incluso Marschak), y tampoco pienso que tiene mucho de tedrico eco-
némico. Con todo, tiene una mente excelente (probablemente mejor que la de Haber-
ler), pero le falta entrenamiento en andlisis de teoria econémica debido, en parte, al
desprecio institucionalista de este tipo de andlisis que le impartié6 W.C. Mitchell.
Acabo de leer uno de sus manuscritos con Mitchell sobre los ciclos econémicos, y es
bastante decepcionante: una coleccion de miles de datos que estan promediados me-
canicamente, etc., sin siquiera un intento por distinguir entre hechos basicos y secun-
darios; todo esto hecho deliberadamente en el nombre del “empirismo sin prejui-
cios”. (61) Parece, sin embargo, que la responsabilidad por esta caracteristica de su
investigacion es de Mitchell més que de si mismo. Estoy seguro de que bajo su direc-
cién la Comision Cowles haria, también, un buen trabajo. Pero la naturaleza del tra-
bajo se alejaria, una vez mas, de aquello para lo que la Comision fue disefiada origi-
nalmente. No seria andlisis econométrico, sino investigacion pura en busca de hechos,
algo como una versién reducida del National Bureau. En caso de tener que escoger
entre Haberler y Burns, preferiria a Haberler, quien, aunque tiene mucho menos de
estadista que Burns, tiene mayor madurez analitica como economista. (Lange to Le-
land, October 1[?], 1942.) (En Bjerkholt, 2014c, p. 26)

Finalmente, en 1943 Jacob Marschak fue elegido como director de investigacion.
Bajo su orientacion, el proyecto de conectar métodos abstractos e inductivos tomo
la forma especifica de proveer contenido empirico al sistema walrasiano. Fue preci-
samente este proyecto el que Tjalling Koopmans defendié vehementemente en la
controversia “Medicion sin teoria”, epitome de la demarcacion llevada a cabo por
economistas institucionalistas y ortodoxos para diferenciar sus aproximaciones.
Aungue la contienda continu6 en las décadas de 1930y 1940, el articulo de Koopman
de 1947 en la American Economic Review fue su maxima manifestacion publica.

A finales de los cuarenta, después del fin de la controversia, el camino para mas
abstracciones quedo abierto. Es importante insistir en que este no fue un camino fécil,
progresivo 0 acumulativo —una ruptura critica ocurri6 en el contexto de la Comisién
Cowles entre 1948 y 1952: de aqui en adelante, los estandares y practicas de la econo-
mia ortodoxa cambiaron (Mirowski, 2002, p. 166)—. El sistema de Walras se reanimé
bajo el paradigma de VVon Neumann de la teoria de juegos, poniendo la corriente do-
minante a la Cowles en linea con los desarrollos de la ciencia del siglo XX. El aban-
dono del proyecto de mejora de las estimaciones empiricas del sistema de ecuaciones
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de Walras por medio de nuevas técnicas estadisticas, efectivamente logro la inversion
de jerarquias entre las aproximaciones inductiva y deductiva en la Economia.

Durante los periodos de entreguerras y posguerra, los proyectos sucesivos de la
Comision Cowles fueron concebidos dentro de la estructura del sistema de Walras.
Del brazo abstracto del proyecto, cuyo objetivo era conectar la investigacion deduc-
tiva e inductiva, este sistema paso a ser un aparato deductivo abstracto-matematico.
Esta reorientacion, sin embargo, no puede ser entendida sin tener en cuenta la inter-
vencion de inversiones intensivas del gobierno en la defensa nacional.

5. CONCLUSION

La delimitacion realizada inicialmente durante la constitucion de la Sociedad Economé-
trica, y luego en la Comision Cowles, no ocurrié de manera aislada. Por el contrario, “se
llevé a cabo dentro de estructuras que involucraron patrones y jerarquias operantes en el
contexto de una sociedad politica y econémica que apoyaba los llamados a la interven-
cién econémica en el periodo de entreguerras y el libre mercado en el periodo de pos-
guerras” (Morgan & Rutherford, 1998, p. 24). Este articulo se enfocd en como el grupo
de economistas que se reuni6 alrededor de la Sociedad Econométrica y la Comision
Cowles, en los periodos de entreguerras y posguerra, articuld y capitaliz6 estos cambios
en dos formas decisivas: 1) monopolizando el repertorio de una Economia auténtica-
mente cientifica y diferenciando su aproximacién de concepciones rivales; y 2) fundando
la estructura disciplinar-institucional para el desarrollo de su proyecto.

A principios de 1960 la corriente dominante a la Cowles fue exitosa en ambos
sentidos: las aproximaciones institucionalistas de la Economia fueron desplazadas y
Econometrica se convirtié en una de las revistas lideres de la disciplina. El giro cuan-
titativo de la economia persistio bajo nuevas formas y continué dependiendo de la
profunda reverencia americana a los nimeros como Unica forma de alcanzar rele-
vancia y legitimidad cientifica.

Mas que seguir la aproximacion genealdgica de Arrow anunciada en el titulo de
su presentacion, este articulo se baso en la premisa de que el establecimiento de la
corriente dominante como aproximacion hegemonica en la Economia involucré un
reagrupamiento estratégico de ideas y redes relativamente diferentes sobre catego-
rias académicas. Este proceso se llevd a cabo a lo largo de los afios que cubre el
articulo. Durante el periodo de entreguerras y la posguerra, las diferentes corrientes
de la economia ortodoxa dibujaron y reforzaron limites especificos, hasta resultar
mezcladas inextricablemente durante la segunda mitad del siglo XX. Estudiar estos
afios cruciales nos permite enriquecer nuestro conocimiento, tanto de las especifici-
dades de cada corriente como del éxito del proyecto en general. Este articulo analizd
la corriente iniciada por la Sociedad Econométrica y desarrollada por la Comisién
Cowles. Debido a la trascendencia del sistema de Walras en este contexto, este ar-
ticulo nutre nuestro conocimiento sobre su viaje de Europa a Estados Unidos.
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1. INTRODUCCION

En el impuesto de la renta de las personas fisicas (IRPF), cuando se ordenan de me-
nor a mayor los valores de la renta antes del impuesto, el correspondiente gravamen,
que se aplica a cada una de estas rentas, es usual ordenarlo segun la renta antes del
impuesto, lo que produce una reordenacion del gravamen que no coincide con su
ordenacion de menor a mayor. Asi, podemos observar que dos rentas antes del im-
puesto de 56.797 y 56.856 euros anuales generen unos gravdmenes de 15.186 y
14.276 euros, respetivamente, al estar estos gravamenes ordenados por la renta antes
del impuesto.

Si ahora queremos medir la desigualdad del gravamen, debemos acumular pro-
porcionalmente las declaraciones, con gravamenes ordenados de menor a mayor, que
relacionamos con las acumulaciones de los valores del gravamen, divididos por el
total, que genera una curva de Lorenz, siendo el doble del &rea entre el segmento de
igualdad y la curva de Lorenz, el llamado indice de Gini, que representamos por G.

Ahora bien, si queremos relacionar el gravamen con la renta antes del impuesto,
debemos ordenar los gravamenes segun el orden de las rentas antes del impuesto, lo
gue introduce un reordenamiento del gravamen distinto del orden de menor a mayor.
Ahora las acumulaciones de declaraciones y de gravamen se hacen segun el desorden
del gravamen, lo que genera la curva de concentracion. El doble del area entre el
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area por debajo del segmento de igualdad y el area por debajo de la curva de con-
centracion, es el llamado indice de concentracion, que representamos por C.

A medida que el desorden del gravamen es mayor, la curva de concentracién se
aleja, por encima, de la curva de Lorenz del gravamen, llegando a cruzar el segmento
de igualdad, en contra de la curva de Lorenz que no puede estar por encima del seg-
mento de igualdad. EI desorden mayor ocurre cuando el gravamen esta ordenado de
mayor a menor, siendo entonces C =-G .

El desorden en el gravamen produce que dos rentas después del impuesto aumen-
ten su distancia y, en algunas ocasiones, estén invertidas. Para las dos rentas citadas,
56.797 y 56.856, con diferencia absoluta de 59 euros, las rentas después del impuesto
son 41.611 y 42.580, siendo ahora la diferencia absoluta igual a 969 euros, y com-
parado con 59 euros, resulta que la diferencia se ha multiplicado casi por 16,5. Un
ejemplo de inversion del orden es: las rentas antes del impuesto 698.767 y 711.445
euros, con rentas después del impuesto 574.597 y 402.819 euros, respectivamente.

En el presente trabajo no recogeremos el caso continuo de la curva de concentra-
cién que puede verse en el capitulo 8 del libro de Kakwani (1980).

La estructura del trabajo es la siguiente: si el indice de Gini es una medida de
dispersion relativa que hace uso de la Diferencia Media de Gini, veremos que el
indice de concentracion es la diferencia de dos medidas de dispersion relativas. Ve-
remos algunas de las propiedades de los indices de concentracion y su relacién con
el indice de Gini. También veremos que una medida de reordenacion, R, caso del
gravamen o la renta después del impuesto, es una media de dispersion relativa. Al
igual que el indice de Gini admite una descomposicion en grupos debido a Mehran
(1975) y Dagum (1997), veremos que un indice de concentracion admite una des-
composicion en grupos semejante al del indice de Gini.

2. INDICE DE GINI E INDICES DE CONCENTRACION

El indice de Gini para datos desagregados a nivel individual se define

ZZH: 2k —1— n
k=1

G= 2 ; @)

2Xn

donde los valores x, son no negativos y estan ordenados de menor a mayor, es decir
X <X, <...<X, . El peso variable asociado al valor x, es w, =2k —1—n. El reco-
rrido de este indice es el intervalo [0,1).
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Cuando los valores x, =X, entonces G =0, y cuando x, =0parak =1, 2,...,
. n-1
n-1; siendo x, >0, resulta un valor de G =——.
n

Los pesos dependen del orden o rango de los valores x, <x, <...<x_, de ahi que
(1) se puede escribir también como
2% (2xrango(x,)—1-n)x,

G — k=1 ,
2x n?

siendo el rango(x, )=k

Cuando los valores x,,k=12,...,n, no estan ordenados de menor a mayor, los
representamos como X, k=1,2,...,n, siendo el total de los posibles desordenes o

permutaciones el factorial de n para datos distintos, un nimero que puede ser muy
grande. Ahora el llamado indice de concentracion para los datos %, ,k =1,2,...,n, se

define como

n n

23" (2xrango(x,)-1-n)%,  2)(2k-1-n)%,
C= k=1 — _k=1 (2)
2xn’ '

donde sefialamos que los pesos dependen del rango u orden de los valores x, ,k =1,2,...,n.

El permutar o desordenar los valores ordenados x, ,k =1,2,...,n, de menor a ma-
yor, que dan lugar a los valores % , k=12,...,n, surge de forma natural en el Im-
puesto de la Renta de las Personas Fisicas (IRPF).

Cuando los valores de la renta antes del impuesto se ordenan de menor a mayor,
el gravamen que recae sobre cada una de estas rentas se ordena segun la renta, y la
diferencia entre la renta y el gravamen da lugar a la renta después del impuesto,
cuyos valores siguen ordenados segln la renta antes del impuesto. Cuando las rentas
después del impuesto son ordenadas de menor a mayor, como los valores X,

k=12,...,n, es muy frecuente que las rentas después del impuesto, ordenadas segin
la renta antes del impuesto, sea una reordenacion con valores X, , k=12,...,n, de
los valores x, ,k=12,..,n.

Por ejemplo, podemos encontrarnos con dos individuos A y B con rentas anuales
antes del impuesto del tipo: A =75.878 euros y B = 76.017 euros, con una diferencia
de 139 euros, y después del impuesto con rentas: A = 56.034 euros y B = 54.553
euros, con una diferencia de 1.481 euros. Si estas rentas después del impuesto las
ordenamos de menor a mayor resulta 54.553 < 56.034, y si los ordenamos segun la
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renta antes del impuesto tenemos 56.034 < 54.553. Vemos pues que ambos 6rdenes
son incompatibles.

Contribuyentes con la misma edad, que presentan declaraciones conjuntas, con
rendimientos sélo del trabajo y tienen la misma renta antes del impuesto, pueden
acabar teniendo rentas después del impuesto distintas. Una explicacion es que uno
de los declarantes tenga mas hijos que el otro (con edades que permitan aplicar las
deducciones), que tenga una cierta minusvalia y que ingrese una mayor cantidad en
planes de pensiones (lo que afiade nuevas deducciones) frente al otro que no tiene
minusvalia y que ingresa menos dinero en planes de pensiones).

Probaremos més adelante que los valores de estos indices de concentracién estan
en el intervalo [—G,G], observando que ahora el indice de concentracion puede ser

negativo. El valor maximo de C ocurre cuando los valores X, ,k=12,...,n, estan

ordenados de menor a mayor, y el valor minimo de C ocurre cuando los valores X, ,
k=12,...,n, estan ordenados de mayor a menor.

Si el indice de Gini esta asociado con la curva de Lorenz, siendo el doble del lla-
mado area de Lorenz-Gini, el &rea entre el segmento de igualdad y la curva de Lorenz,
los indices de concentracidn estan asociados a las curvas de concentracion, siendo es-
tos indices igual al doble del area definida como la diferencia entre el area por debajo
del segmento de igualdad y el area por debajo de la curva de concentracion.

Si ya hemos dicho que el indice de concentracion puede ser negativo, las curvas
de concentracion también pueden estar por encima del segmento de igualdad, situa-
cién que no ocurre con las curvas de Lorenz.

Otra propiedad de las curvas de concentracion en comparacién con las curvas de
Lorenz es que si estas son funciones convexas, en el caso de las curvas de concen-
tracion pueden ser también concavas.

Las curvas de concentracion generadas a partir de los datos ordenados X, <X, <...<X,
, S& cortan como mostramos en el siguiente ejemplo con datos 5, 20, 60 y 100.

1 /
0,8 /
0,6
0,4
0,2 Z

0 ; ; ; ; ‘

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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La curva de concentracion de color roja corresponde a los datos desordenados 60,
50, 20, 100; los de la curva de concentracion de color negra son 5, 60, 100, 20. El
segmento de igualdad es de color verde.

Podemos pasar de los datos ordenados de menor a mayor a los datos desordena-
dos de mayor a menor sin que las curvas se corten (pueden coincidir en algin tramo).
VVeamos los datos.

5 20 20 20 60 60 100
20 5 60 60 20 100 60
60 60 5 100 100 20 20
100 100 100 5 5 5 5

y las curvas de concentracion de estos datos son:

1 s =
0 9 /" o 4
0,8 /

0,7 < /
0,6 —" /
0,5 / o
0,4 -
0,3 <t
02 / / /
0 =. T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Recordemos que hay 120 ordenaciones.
3. COMPARACIONES ENTRE EL INDICE DE GINI Y LOS INDICES DE
CONCENTRACION

Las formulas (1) y (2) tienen en comun los llamados pesos w, =2k —1—n que faci-
litan la comparacion entre dichos indices. Veamos un ejemplo.

k Xy 2k-1-5 Xy X, (2k—6) X, (2k—6)
1 2 —4 2 -8 -8

2 6 -2 10 -20 -12

3 10 0 6 0 0

4 15 2 20 40 30

5 20 4 15 60 80
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En este ejemplo se permutan los valores 6 y 10, por una parte, y 15y 20 por otra,
dando el desorden de la columna cuarta de la tabla. El valor del indice de Gini es
0,3396226, y el valor del indice de concentracion es 0,2716981.

Y larelacion entre Cy G es:
G-C=(6-10)(2x2-6)+(10-6)(2x3-6)+(15-20)(2x4-6)+
+(20-15)(2x5-6)=2[(10—6)(3—2)+(20-15)(5-4) ]

Luego
C=G- (X;)[(m 6)(3-2)+(20-15)(5-4)]

Siendo C = 0,3396226 — 0,0679245 = 0,2716981, que coinciden con el calculo
directo de C. Vemos pues que C < G.

Cuando la ordenacion x, <X, <...<X, se permuta de la forma X, =X, ,.,, es de-
cir que el orden sea ahora de mayor a menor, entonces el valor de C + G = 0, luego
C =-G, ya que la suma

5
C+G— Zxk+xk (2k-6)=0,

k

y que
(2+20)(—4)+(6+15)(-2)+(10+10)(0)+(15+6)(2)+(20+2)(4) =
Vemos pues que los valores del indice de concentracion C estan en el intervalo
[—G,G].

4. LA DIFERENCIA MEDIA DE GINI

Sabemos que el indice de Gini proviene de la llamada Diferencia Media de Gini, una
medida de dispersion absoluta definida como

ZZ|X, —X; |
DMG =2 ‘=1n2 : @)

gue surge del siguiente ejemplo:



EL INDICE DE CONCENTRACION Y DESCOMPOSICION EN GRUPOS 271

2 6 10 15 20
0 4 8 13 [
4 0 4 P 4

10 8 s+ PN s 10

15 13 A s 5

20 [PEm 10

+ B 4 8 13 S total 18

5 14 72 4
10 72
5
total 9 4 4
18 2 8 el s
18 13
e 4 10 5

Vemos que el primer total, 72, que proviene de sumar 4 +8 + 13+ 18 + 14 + 10 + 5,
es el producto de 18 por 4, donde 18 es la diferencia entre el valor mayor, 20, y el
menor, 2. Ademas 4 esiguala (5+1 -2 x 1). Luego 72 esiguala(5+1 -2 x 1)
x (20 — 2). El siguiente total es 18, que proviene de sumar 4 + 9 + 5, y es el producto
de 9 por 2, donde 9 es la diferencia entre 15 y 6, donde 6 es el segundo en orden y
15 es el pendltimo. Como 2 esiguala(5+1-2 x 2),9esiguala(5+1—-2 x 2) x
(15 — 6). Siguiendo estos célculos, sumamos todas las celdillas, y resulta:

anzn:‘x, —X. ‘— (N+1-2K)[ Xy — %]

i=1l j=1

gue descomponemos en

n

n
D (n+1-2K)X,,y o — D (n+1=2K)x,
k=1 k=1
Viendo que la primera componente ordena los datos de mayor a menor,
X, =X, 4 2.2 % 2%, Y la segunda componente los ordena de menor a mayor:

x1<x2< Xpg X,

n-1—

Ademas, el término mayor de la primera componente (n—l) X, es igual al ter-
mino mayor de la segunda componente, cambiado de signo, (1— n)xn , Y por el signo
negativo de la segunda componente resulta el mismo valor. Este resultado ocurre con
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todos los datos. En consecuencia, cambiando del signo la segunda componente re-
sulta igual a la primera. Asi, el valor de todas las celdillas es:

Zzn: 2k —-1- n
k=1

La férmula de la Diferencia media de Gini es ahora:

2> (2k-1-n)x

DMG = —+2 . (4)
n

Como esta medida de dispersion debe de ser no negativa, nos preguntamos si los
indices de concentracion pueden ser construidos a partir de dos medidas de disper-
sion absolutas.

Para el ejemplo de datos ordenados 2 <6 <10<15<20, obtenemos que la suma

5 5
ZZ|Xi - X; | =180. Cuando reordenamos estos datos como 2, 10, 6, 20, 15, segun

i=1 j=1
el orden 2<10<6<20<15, veamos como comparamos los pares de estos valores
segun los dos tipos de érdenes:

2 10 6 20 15

2 o TSI A e e
10 8 0 [ O s
: ; v o | R
20 18 10 14 0 5

15 13 5 9 =5 0

Asi, para el par (2,10), vemos que 2 <10y 2<10, luego ambos érdenes son com-
patibles, y calculamos dicha celda como |2 —10| =8. Para la celda (10,6), vemos que,
10<6 pero 6 < 10, luego ambos 6érdenes no son compatibles, y calculamos dicha
celda como —|10—6| =—4.Vemos pues que cuando los dos 6rdenes son compatibles
asignamos un valor positivo al modulo de la diferencia entre los dos nimeros que se
comparan, pero cuando los dos 6rdenes no son compatibles, entonces asignamos un
valor negativo al modulo de la diferencia entre los dos nUmeros que se comparan.

De los rectangulos amarillos tenemos las diferencias: 10 — 2, 6 — 2,20 — 2, 15— 2;
6 — 10, 20 — 10, 15 — 10; 20 — 6, 15 — 6; 15 — 20. Ahora vemos que el valor méas
pequefio 2 suma —8 en estas diferencias, tomando como pesos iguala (2 x 1 —1-5) =
—4, siendo 2 x (—4) = -8; el valor 10 suma —20, en estas diferencias, siendo el peso
(2 x2-1-5)=-2,luego 10 x (—2) = —20; el valor 6 suma cero, tomando como
pesos (2 x 3—6) =0, luego 6 x (0) = 0; el valor 20 suma 60 en estas diferencias,
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tomando como pesos (2 x 4 — 1 —5) =2, luego 20 x (2) = 40; finalmente el valor
de 15 es 60 en estas diferencias, el peso es (2 x 5—1 —5) =4, luego 15 x (4) = 60.
Estos célculos corresponden a la formula (2).

El valor de todas las celdas es 144, es decir
5 5
> > e(i j)|% - %] =144,
i-1 j=1
donde c(i, j)=1 cuando son compatibles los dos érdenes, y c(i, j)=—1 cuando no
son compatibles.

Cuando los datos estan ordenados de menor a mayor, c(i, j):l para todos los
pares (i, j).
Para el ejemplo 2<10<6<20<15, SDMG x n*puede expresarse como
2[|2-10|+|2 - 6] +|2 — 20| +|2 —15| +[10 — 20| + [L0 15| +|6 — 20| + |6 — 15| | -
~2[[10-6]+[20-15] |
siendo SDMG una media ponderada de la forma

(le 2[|2-10]+[2— 6] +[2 20| +[2~15| +[10 - 20| +[10 ~15| +|6 — 20| + |6 - 15|

25 16+5
4)2[[10-6|+|20-15]]
_(z_sj 2 ’

donde incluimos 5 celdas nula en la parte primera. Vemos que es la diferencia de dos
medidas de dispersion.

La cantidad asociado a los pares de datos que son compatibles con los dos 6rdenes
es igual a 162, mientras que cuando no son compatibles la cantidad resulta —18,
siendo el total igual a 144.

Ahora, podemos definir la seudodiferencia media de Gini siguiente:

aniC(i,i)IK -]

SDMG =A' =122 = : (%)

que, siguiendo los mismos pasos que hemos utilizados para obtener la diferencia
media de Gini, se obtiene el resultado

iiC(i,j)lii—XJ 2 (2k -1-5)%,
A= nZ =—= 2 : (6)
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Luego la medida de concentracion C es igual a

_ SDMG

C=""0
2X

: (1)

y que para datos ordenados de menor a mayor resulta el indice de Gini. Vemos pues
gue el indice de concentracién es la diferencia de dos medidas de dispersion relati-
vas, siendo cada una de estas medidas de dispersion igual a la Diferencia absoluta de
ciertos pares de valores. Asi, el indice de concentracion es una media ponderada de
dos medidas de dispersién absolutas.

Otra férmula de un indice de concentracion es calcular el doble del area definida
como la diferencia entre el area por debajo del segmento de igualdad y el &rea por
debajo de la curva de concentracion. Vernizzi (2009) obtiene la formula siguiente

gue nosotros hemos ajustado para datos desagregados con frecuencias unitarias. Vea-
mos que la férmula (2) implica la expresion de Vernizzi.

En efecto:

Xn“ i3

Veamos el significado de los elementos del doble sumatorio por medio del si-
guiente ejemplo de datos desordenados 20 <30 <14 < 25.
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Los valores que estan por debajo de la diagonal formada por ceros corresponden
a (30— 20), (14 — 20), (14 - 30), (25 — 20), (25— 30) y (25 — 14).

Si ahora queremos rellenar las celdas por encima de la diagonal vamos a consi-

derar el doble sumatorio —ZZ X, — S|endosusvalores —(20-30), —(20 - 14),

k=1i=k+1

—(20 — 25), —(30 — 14), —(30 — 25) y —(14 — 25). Ahora tenemos todas las celdillas.

20
30
14
25

n k
La suma de todas estas celdillas es » > ( : X, —% ), que por

n Kk

construccion es igual a2) " > (% — X, ). Luego la formula (5) es igual a
k=1 i=1

=~

ZZn:Z (% —%)
— _k=li=l

e ()

que nos permite expresa el indice de concentracion (7) como

A

C=tt=t _— (7

Otra forma de llegar al indice de concentracion es definir

1:k>i
li=9 O:k=i,
-1:k<i

resultando

que es una formula obtenida por Vernizzi (2009). A partir de esta formula de Ver-
nizzi se obtiene otra expresion de la seudodiferencia media de Gini
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Nosotros definimos la seudodiferencia media de Gini a partir de c(i, j), afir-
mando que cuando coinciden los dos tipos de 6rdenes, el de menor a mayor y el
orden producido por el desorden, entonces c(i, j) =1, y cuando no hay coincidencia
de estos ordenes, entonces c(i, j) = —1. La funcién I,_; no est4 relacionada con
nuestra funcion c(i, j) , yaque I, sirve para rellenar las cedillas por encima de la
diagonal principal, como hemos visto en el ejemplo.

En adelante, utilizaremos tanto la formula (5) como la (5"). Veamos un ejemplo.

Una muestra aleatoria de tamafio 1949 de las declaraciones de la renta de las per-
sonas fisicas (IRPF) de la provincia de Cérdoba del afio 2006 nos sirve para ilustrar
la seudodiferencia media de Gini.

En estos datos hemos encontrado un total de 3.771.908 pares que son compatibles
con el orden debido a la renta antes del impuesto y el orden de la renta después del
impuesto. El valor medio de las diferencias absolutas entre dichos pares es 18.713,41
euros. El total de pares de datos que dejan de ser compatibles los 6rdenes es 24.744.
El valor medio de las diferencias absolutas entre dichos pares es 960,86 euros.

Si la renta media antes del impuesto es igual a 19.692,5 euros, su diferencia media
de Gini es 24.659,46 euros y el indice de Gini es 0,6261, la media de la renta después
del impuesto es 16.130,2 euros, su seudodiferencia media de Gini es 18.575,65 euros
y el valor del indice de concentracion es 0,5758.

5. OTRAS EXPRESIONES DE LOS INDICES DE CONCENTRACION

El indice de concentracion de (2) depende de los datos desordenados X, ,k =1,2,...,n,
y de las ponderaciones w, =2k —1-n.

Otra expresion de estos indices es la siguiente:

Zi(z[orden(ik)]—l—n)xk
C=-* — : (8)

2Xn

En esta formula (8) vemos que operamos con datos ordenados de menor a mayor,
pero modificamos los pesos. Los pesos ahora dependen del orden de los datos des-
ordenados (segun su reordenacion). Veamos un ejemplo.

Para los datos desordenados 2<10<6<20<15, el calculo del indice de con-
centracion segun (2) es
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=

a B W NN -

2k—1—5 = pesos (2k—1-5) X,
4 8
) 20
0
40
60

Siendo el valor del indice de concentracion igual a 27_625 , que aproximamos por 0,2716.

Ahora, el calculo segun (8) es:

k Xy
1
2
3 10
4 15
5 20

[orden(%, ) ]

1
3
2
5
4

Tabla 1

2[ orden(, ) | ~1-5 = pesos (2[ orden(%, ) | -1-5) x,

—4 -8
0 0
-2 —20

60
2 40

y que resulta el valor ya calculado 0,2716.

Si ahora queremos calcular el indice de Gini, es decir queremos operar con datos
ordenados de menor a mayor, el rango(xk ) =k, los calculos son:

k Xy
1
2
3 10
4 15
5 20

[rango(x, ) ]

g WD -

y que resulta un valor de 0,3396.

Tabla 2
2[ rango(x, ) | ~1-5 =pesos (2[ rango(x,)]-1-5) x,
4 8
-2 —12
0 0
2 30
4 80

Si comparamos la tabla 2 con la tabla 1 observamos que el valor 2 no ha cambiado
su peso, igual a —4, en ambas tablas. Pero los valores 6 y 10 de la tabla 1 tienen sus
pesos 0y -2, respectivamente, y en la tabla 2, los valores 6 y 10 tiene como pesos -
2y 0, respectivamente. Vemos que los pesos se cambian por el reordenamiento, con
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Ordenes 3y 2, tabla 1, contrario a 2 'y 3, tabla 2. Igual ocurre con los valores de 15y
20 que tienen érdenes de 5y 4 en la tabla 1, y ahora sus rangos son 4 y 5, tabla 2, al
contrario.

La conclusion a la que llegamos es que la tabla 1 puede construirse cambiando
los pesos de la Tabla 2, con datos ordenados de menor a mayor, es decir el par de -2
y 0 lo cambiamos por 0y -2, y el par de 2 y 4 lo cambiamos por 4y 2, lo que genera
latabla 1 a partir de la 2.

Si ordenamos los pesos de la tabla 2 de mayor a menor, Tabla 3.

Tabla 3
k X, [rango(x, )| 2[rango(x, ) | ~1-5 (2[ rango(x,)]-1-5) x,
1 1 4 8
2 2 2 12
3 10 3 0 0
4 15 4 -2 =30
5 20 5 —4 —80

Resulta un valor del indice de concentracion igual a —0,3396, como era de espe-
rar, ya que hemos cambiado de signo los pesos originales de la tabla 2. Vemos que
hemos cambiado el signo del indice de Gini G.

Veamos de nuevo que los valores de los indices de concentracion estan en el in-
tervalo [-G,G]. Veamos la siguiente tabla

Tabla 4
k X, [rango(x,) ] 2[rango(x, ) | -1-5 Cambiamos los pesos de orden
1 2 1 4 )
2 6 2 -2 —4
3 10 3 0
4 15 4 2
5 20 5 4 4

Los nuevos pesos corresponden a la reordenacion 6 <2<10<15< 20, es decir
hemos cambiado el orden de los valores 2 y 6 por 6 y 2. Este cambio equivale a
modificar los pesos —4 y —2 por -2 y —4. Recordemos de la definicién (2) de indice
de concentracion que los valores reordenados 6 <2 <10<15< 20 tienen los pesos
—4,-2,0,2,4, respectivamente, es decir al valor 6 le corresponde el peso —4 y al valor
2 corresponde el peso —2, que corresponde a la quinta columna de la Tabla 4.
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La diferencia entre los datos ordenados, 2, 6, 10, 15, 20, con los datos desorde-
nados, 6,2,10,15,20, conduce en este ejemplo a que

G—C=%[2(—4—(—2)%6(—2—(—4))]:% 2(6-2)], 9)

luego G > C.

Los pesos del indice de Gini estan ordenados de menor a mayor, en la Tabla 4:
-4,-2, 0, 2, 4; si cambiamos dicho orden a una reordenacion, como en la columna
cinco de la Tabla 4: —2,—4, 0, 2, 4; vemos que el peso —2 ha aumentado para el dato
mas pequefio 2, mientras que el peso —4 ha disminuido para el dato siguiente, 6,
mayor que el primero. Luego con el desorden disminuye el indice de concentracion
respecto al indice de Gini. En consecuencia, resulta que C, indice de concentracién,

esta en el intervalo [—G,G].

La expresion (9), donde hemos intercambiado los pesos —4,-2 por —2,—4, permite
obtener el indice de concentracion a partir del indice de Gini por medio de la formula

cze—é[z(s—z)].

En general, para los datos x, <X, <...<X,, Yy los pesos w, <W, <...<W,, Si inter-
cambiamos los pesos w; <w; de los valores x; <X;, respectivamente, por los pesos
W, =w; y W; =W, que corresponden a los valores X <X;, el valor del indice de
concentracion C es:

C:G_X_iz[(wj —Wi)(Xj —xi)].

Si existen otros dos valores x, <X distintos de los anteriores, X, <X; , con pesos
W, <W, , respectivamente, que se intercambian por los pesos w, =w, y w{ =w, , el
valor de indice de concentracion es ahora igual a
1
€ =G5 () (¢, =)+ (- w, ) (x —x,)]
Vemos que estos resultados coinciden con los de la seccion (3).

Otra aproximacion de los comportamientos de C y G es la debida a Kakwani
(1980). Veamos esta aproximacion.

A partir de la definicion (1) del indice de Gini es fécil deducir la siguiente for-
mula:

G:%cova[h,x},
X n
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. 2 . k -
es decir, G es el producto de — y la covarianza entre —, el rango del dato x divido
X n
por n, ordenado de menor a mayor, y la variable X.

Igualmente, a partir de la definicion (8) se deduce que

Czécova{w,x]

X n

, el rango del dato X,

orden(%,)
n

(con valores desordenados) y la variable x (con valores ordenados de menor a mayor).

. 2 .
es decir, C es el producto de —y la covarianza entre
X

Ahora es facil deducir una relacion entre ambos indices:

Cor{(me:(ik), x}

Corr[k, x}
n

siendo “Corr” el coeficiente de correlacion.

C= G.

Cuando no hay desorden en la variable X, las dos correlaciones son iguales y
entonces C =G . Cuando el desorden de X esta ordenado de mayor a menor, entonces

orden (%, ) k : ”
la Corr — x |=—Corr o X |, luego C =—-G . Cualquier otra reordenacion

de Xconduce a las desigualdades -G <C <G..

6. UNA MEDIDA DE REORDENACION

Cuando relacionamos la progresividad de un impuesto y su impacto sobre la re-
distribucion de la renta después del impuesto, surge la siguiente formula debida a
Kakwani (1977):

G,-C, = H(CT -G,). (10)

z

siendo G, es el indice Gini para la renta antes del impuesto, C; es el indice de con-
centracion del impuesto, C, es el indice de concentracion de la renta despues del im-

T - . . .
puesto y {j} es la proporcién del gravamen medio respecto de la renta media después
Z
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del impuesto. Cuando el impuesto T es progresivo C; aumenta respecto de G, , con
lo que C, disminuye respecto de G, , luego disminuye la desigualdad de la renta des-
pués del impuesto respecto de la renta antes del impuesto. La formula también recoge

el cociente {;} , que si aumenta entonces contribuye a la disminucion de C, .
Z

La férmula (10) aparecia en muchas aplicaciones donde se cambiaba la diferencia
G, —C, por G, —G, , una medida de redistribucion debida a Reynolds y Smolensky
(1977). Ahora bien, la nueva formula ya no resultaba ser una identidad.

Serd Kakwani (1984) el que proponga una nueva férmula que resuelva el pro-
blema:

.r

Gx_Gz:|:;:|(CT_Gx)_R’ (11)
donde R=G, —C,es una medida de reordenacion de las rentas después del im-
puesto, siendo G, el indice de Gini de la renta después del impuesto, rentas que
estan ordenadas de menor a mayor, y C,es el indice de concentracion de la renta

después del impuesto. Ahora estas rentas estan ordenadas segun la renta antes del
impuesto, es decir estas rentas son una reordenacién de las rentas ordenadas de me-
nor a mayor después del impuesto. El valor R siempre es mayor o igual a cero. La

formula (11) fue escrita por Kakwani como G, -G, = {;}(CT -G,)+C,-G,.
i

Veamos una férmula de R a partir de la seudodiferencia media de Gini del apar-
tado (3).

LS5 a - S et -1 @

i=1 j=1 i=1 j=1

Los valores z,,k=1, 2, ..., n, estan ordenados de menor a mayor; los valores Z,,
k=1,2,...,n,son una reordenacion de los valores anteriores.

Operando resulta

2

zznlzn;d i,j |z —z| (13)

i=1 j=1

.. 1 sic(,j)=-1
donde d(l,j)z{o si c(i. i) =1
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La formula (13) es una medida relativa de dispersion que toma valores en el in-
tervalo [0,2G, ], siendo nulo cuando 7,k =1,2,...,n, esta ordenado de menor a ma-
yor como z,,k=12,...,n.Esigual a 2G, cuando Z ,k=1,2,...,n esta ordenado de
mayor a menor de z,,k=12,...,n, siendo entonces C, =-G

7

VVeamos el ejemplo del apartado (2).

2 10 6 20 15
2 0 8 4 18 13
10 8 0 -4 10 5
6 4 4 0 14 9
20 18 10 14 0 -5
15 13 5 9 -5 0

En esta tabla, los valores incompatibles con el orden de menor a mayor son -4y
-5, que se repiten dos veces, y el resto son compatibles. De (13) vemos que los va-
lores positivos de la tabla se anulan, quedando los valores negativos, —4 y —5, que
cambian de signo, con los negativos, —4 y —5, que por la diferencia de (12) cambian
también de signo. El valor de R es en este ejemplo

R =_i[2|10—6|+ 2|20-15[] -9 _0,0679.
2725 2x10,6x 25

Este valor de R corresponde a R=G, —C, =0,3396—-0,2716 =0,0679. Si divi-
dimos por el méximo de R, 2Gz, resulta el valor de 0,1 (10%)

Para la muestra del IRPF de la provincia de Cordoba, el valor de las diferencias
de las rentas, después del impuesto, no compatibles con el orden de la renta antes de
impuesto es igual a 23.775.719,98 euros, y su total de pares es 24.744. La media de
la renta después del impuesto es igual a 16.130,2 euros. El valor de R es, segln la
formula (13), igual a 0,0003803. Si en la formula (13) eliminamos la constante

27n? "’

y dividimos el resto por el total de pares de valores que no son compatibles con el
orden antes del impuesto, resulta el valor de 960,86 euros. Si dividimos por la renta
media, 16.130,2 euros, después del impuesto, resulta 0,0595, un 5,95% de la renta
media después del impuesto.

Otra expresion de R=G, —C, proviene de las formulas (1) y (2).

R=G, - Zzizz 2k-1- n[zk—ék]
k=1

z
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que es nula cuando los valores Z, ,k =1,2,...,n estan ordenados de menor a mayor y
por tanto coinciden con los valores z,,k =12,...,n. Como ya sabemos R >0,y toma
valores en el intervalo [0,2G, |, ya que -G, <C, <G,

Si Z,=2,%=%,,Z =1,,para k=3,4,...,n, el valor de R es:

En general, Z;,=24,%,=1;, ;> 2,7, = 7, para k =1, j, el valor de R es:

]

i
n“\z Z

7. DESCOMPOSICIONES DEL iNDICE DE GINI EN DOS GRUPOS

En el presente apartado vamos a recoger los trabajos de Farhad Mehran (1975) y
Camilo Dagum (1997).

Mehran presentd un trabajo sobre la descomposicion del indice de Gini en la 40th
Session, en Warsaw, del congreso organizado por la International Statistical Insti-
tute, y aparecié publicado en su Bulletin en 1975.

En primer lugar, Mehran descompuso el indice de Gini para el caso de dos grupos
y, en segundo lugar, para k grupos, usando una aproximacién continua.

Mehran partié de la siguiente definicién del indice de Gini:

G(F):;J':F(x)[l—F(x)]dx, (14)

siendo F (x)la funcién de distribucion de la poblacion.
La férmula (14) proviene de la siguiente integral doble

I:Lb|x— y|f (x) f (y)dxdy

G(F)= ”

que al ser |x—y|=x+y—2xmin[x,y], laintegral es igual a

Zy—ZI:I:min[x, y]f (x) f (y)dxdy, (15)
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donde la nueva integral doble es el valor esperado del minimo de dos variables alea-
torias independientes con la misma funcién de distribucion. La funcion de distribu-
cion del minimo de estas variables es igual a

E

wn(2)=1-(1-F(2))",

y (15) se escribe como

G(F)= 2“ - F(X)]dxzja [L-FX)] dx} _LLF (X)[i F(x)Jdx

A continuacién, Mehran va a descomponer el indice de Gini de una poblacion en
dos grupos.

Para el caso de dos subpoblaciones o grupos, Mahren propone el siguiente mo-
delo de mixtura

F(x)=pR(X)+ p,F (%),

que es una mezcla de los dos grupos, siendo p,y p, las proporciones de individuos
de cada uno de estos grupos.
Los indices de Gini de cada grupo son:
(T 1 ¢b
G(Fl):zja F(X)[1-F(x)]dx y G(F) Zﬂ_L F, (X)[1- F,(x)]dx.
2
Los limites de las integrales serdn a=0y b=+

Para medir la desigualdad entre dos grupos Mehran define el siguiente indice

G(,:y,:z):M, (16)

Mt

que mide la desigualdad entre las dos funciones de distribucion (inequality across
two distributions), y que debe distinguirse de la “desigualdad entre dos distribucio-
nes” que esta basado en la comparacion de los valores esperados de las variables

aleatorias x;y X, de cada grupo.
La formula (16), que es una integral doble, puede escribirse como

[F(0)(1=F (%)) + R (x)(1- F (%)) | dx |

Mt

b

G(Fl,Fz)z'L

(17
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La expresion (17) proviene de la identidad |x, —X,| =X, +X, —2xmin[x,%,], y
consiste en calcular la funcion de distribucion del minimo de las variables x,y x,,
variables que son independientes con funciones de distribucién F, (x)y F,(x).

La funcion de distribucion del minimo de estas variables es igual a

F

wn (2)=1-[1-F (x) ][1-F,(x) ],
siendo E|x, —X,| igual a
El% .| = 14+ 1, ~ 2] [1-F, () [1-F, (x) ] dx.
luego
Elx x| = [ [R(X)(1-F, (x))+ F, (x)(1- Fy(x)) ] ax, (18)

gue es el numerador de la féormula (17).

Con estas definiciones ya podemos pasar a la descomposicion en dos grupos del
indice de Gini segin Mehran.

Primero partimos de
b
/JG(F)ZL F(x)[1-F(x)]dx,y de F(x)= pF(X)+ p,F, ().
Sustituyendo F[z] en el indice de Gini de la poblacién, resulta:
b
yG(F)=L(p1F1(x)+ szz(x))[l—(plFl(x)Jr pZFz(x))].
Al ser p, + p, =1, resulta:

1G(F)=[ (mF(x)+ pF (X)) B (1-F(x)+ b, (1-F, (x)) ]
Operando dentro de la integral, resulta:
4G (F)=p2 [ F(x)(1- F, (x))dx+ p [ F, (x)(1- F, (x))dx
+P pz_[:[Fl(X)(l_ F, (X))+ F, (X)(l_ Fl(X)):|dX
Pero
P [, R (x)(2- R (x))dx = PP G ()

o2 [ F, (x)(L-F, (x))dx = 2,6 (F, )
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Y también

plpzj.[ L (X)(1-F, (x ))+F2(X)(1_F1(X))]dxzplpZ(M“'ﬂz)G(Fl’Fz)-

En consecuencia:

G(F)=p, MAG(F)+ p, 2t G(FZ)+MG(F1,F2).

nu nu u
Y al ser
n n PP + U
5, = 1/”1,32= zﬂz’ P2 (4 2)=p182+p281,
nu nu u
obtenemos la descomposicion de la poblacion en dos grupos:
( ) plslG( )+p282 ( 2)+(p152+p251)G(F1,F2), (19)

donde la desigualdad Dentro es p,;s,G(F,)+ p,s,G(F,), y la desigualdad Entre es
(Ps, + P8 )G(R. F).

Dagum (1997) obtiene la descomposicion (19) de Mehran a partir de la diferencia
media de Gini de toda la poblacion, de cada grupo y de entre los dos grupos.

Veamos sus formulas.

Primero, para toda la poblacién, Dagum parte de la formula

n n
g2l
A: 1=1 r= nz ,

que es la diferencia media de Gini de una poblacién con n individuos de una variable
Y no negativa. En el caso continuo, la férmula es

b b
A:_[a L|x—y|f (x) f (y)dxdy,
donde f(x) es la funcién de densidad de la poblacion.

Para descomponer la poblacion en dos grupos, Dagum define los datos del grupo
1 como y,;, con i=12,...,n, siendo la diferencia media de Gini del grupo 1 igual a

LA

DY = Vael

_ i=lr=1
A= Y
1
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La férmula para el caso continuo es
A I J. [x—y|f,(x) f,(y)dxdy .

Y para el grupo 2 define los datos como Yy, , con i=12,...,n,, siendo la diferen-
cia media de Gini del grupo 2 igual a

ZZ|yzi _y2r|

_i=lr=1
A, = "
2

La férmula para el caso continuo es

A, _[_Hx y|f, (x) f,(y)dxdy .

Y la diferencia media de Gini entre los dos grupos es

n.

L)
ZZ|y1i _y2r|

_ =l r=l
A12 - !
nan

donde A, =A,,.

La férmula para el caso continuo es

A, = I_Hx y|f, (x) f,(y)dxdy.

La descomposicion de la poblacién en dos grupos supone el siguiente modelo de
mixtura de dos poblaciones:

f(x)=p.f(x)+p,f,(X),

donde p, y p, son las proporciones de individuos en cada grupo. Teéricamente son
las probabilidades de seleccionar individuos de cada grupo

La densidad conjunta de dos realizaciones independientes es:
F(x) f(y)= P (x) f(y)+p; (%) () +2pp, f,(X) f.(y).
que conduce a la siguiente descomposicion de las distintas diferencias de medias de Gini
A= PEA+PIA 2D, PA,, .
Usando los distintos indices de Gini, resulta la descomposicion siguiente:

G= p151G1 + pzssz +( ps; + p251)G12 , (20)
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que coincide con (19).

La descomposicion (20) corresponde a un anélisis de la varianza cuando los va-
lores de uno de los grupos son superiores a los valores del otro grupo, es decir los
valores de un grupo no estan en el recorrido de los valores del otro grupo. También,
los dos grupos no se cortan. En este caso la descomposicion (19) es igual a:

G=G, +Gy, donde G,=psG +P,5,G; ¥ Gy =(Ps, + 1,5 )Gy, -

Si suponemos que el grupo 2 tiene todos sus valores mayores que los del grupo 1,
entonces A, = 1, — 44, donde g, > 1.

Mt 1 Ho— Ky

Como (p;S, + P,S,) = P, p{ } entonces G, = plpz[ } y, en este

caso, se toma la diferencia de las dos medias y no las diferencias entre los valores
del grupo 2 y del grupo 1. Luego Gy, =G, donde G, es el indice de Gini entre las

medias de los dos grupos.

Cuando los grupos se cortan o un valor del grupol esta en el recorrido del grupo 2,
entonces A, # 1, — 14 . En esta nueva situacion, Dagum descompone A, en lasuma
de dos cantidades A, =d,, +t,,. Veamos en primer lugar la cantidad t, .

La cantidad t, recoge la “transvariacién” entre los grupos, un concepto pro-
puesto por Gini (1916). Cuando seleccionamos un valor 'y, del grupol y otro valor
y,, del grupo 2, de forma independiente, y resulta que y,, >Y,,, suponiendo que
M, > 1, Gini llama a la diferencia positiva y,; —y,, >0 “transvariacion”. Si dividi-
mos la suma de todas estas transvariaciones por el producto de los tamafios de los
dos grupos, Gini llama a este promedio “la intensidad promedio de transvariacion”.

Cuando g, > 14, laintensidad promedio de transvariacion es igual a

t,= jo“’ F, (x)(1-F(x))dx.

La otra cantidad, d,, , surge cuando seleccionamos un valor y,; del grupo 1y otro valor
y,, del grupo 2, de forma independiente, y resulta que y,; —Y,, <0, que es compatible
con y, > g . Sidividimos el total de sumas de todas estas diferencias, y,; —V,, <0, que
son compatibles con el orden de las medias, con el producto de los tamafios de los gru-
pos, Dagum llama intensidad promedio del “gross eonomic affluence”.

La intensidad promedio del “gross eonomic affluence” es igual a

d, = j: R ()(1-Fy(x))dx.
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Estas dos ultimas formulas verifican la siguiente igualdad: d,, —t, =z, —14,y
la siguiente equivalenciad,, >t, <> 14, > 14 , €s decir que cuando s, > 14, entonces
d,, >, , que conduce a las formulas que permiten calcular d,, y t,, .

De la formula (17), resulta que A, =d,, +t,.

A continuacion, Dagum descompone A, en: A, =d,-t,+2t,, donde
d,, —t, = 1, — 14 , diferencia que es positiva porque sz, > 14 .

Ahora ya podemos descomponer G, = P.P, Ay,
Y7

ng _ PP, A, Z%[du_ 12]+ PP, [ZHZ]Zan +G,.
/4 H #

De la descomposicion Gy, =G, + G, resulta que G, =Gg , donde Gy compara
los dos grupos mediante sus medias.

En cuanto a G,, la intensidad promedio de transvariacion, mide la interseccion
de los dos grupos. Cuando G, =0, el grupo 2, con mayor media, tiene todos sus
valores mayores que los del grupo 1.

Concluimos asi la propuesta de Dagum de la descomposicién de un indice de Gini
en tres componentes:

G=G,+G; +G,. (21)

Volviendo al trabajo de F. Mehran, puede verse, en primer lugar, que propone
G,, =Gg Y la siguiente formula:

1

G(F,F,)=
(1 2) Tt

[E|X1—X2|—|,ui—,uz|]. (22)

Mehran interpreta esta expresion como: “It should be note that (22) can be inter-
preted as a measure of the extend of income domination of one group over the other”.

La expresion (22) es igual a

G(Fl’FZ): 1# [d12+t12_(d12_HZ)JZL[ZE]'

o+ ot
gue por (16) equivale a

|ﬂl_ﬂ2|
Mt i ,

G(F.F,)=G(F,F,)-

y permite descomponer G, en
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PP, ~ —|'ul_’u2|
G, =(ps, + p,s,)G,, = + U {GF,F+ }
gb (12 21) 12 P (:ul 2) (l 2) 1+ 1

gue podemos escribir como
ng :%[Ztiz +(d12 -1, ):| )

y que nos lleva a la descomposicion (21) de Dagum.

La generacion de la descomposicién a k grupos lo recogeremos en el apartado 9
del presente trabajo

8. UNA DESCOMPOSICION DE UN INDICE DE CONCENTRACION

Vamos a descomponer la medida de concentracién (7) definida a partir de la seu-
dodiferencia media de Gini siguiendo a Dagum (1997).

En primer lugar, vamos a considerar un ejemplo con dos grupos que no tienen
reordenacion entre los grupos. Suponemos que los datos estan ordenados segun
otra variable, como el caso del impuesto ordenado por la renta antes del impuesto,
siendo el nuevo orden

8<2<10<15<25<30=<40<35<48<50.

Los subgrupos son: Grl: 8<2<10<15<25,y Gr2: 30<40<35<48<50
con tamafios n, =5y n, =5.

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
i 8 2 0 15 25 30 40 35 48 50
1 8 0 6 2 7 17 2 32 21 4 4
2 2 6 0 8 13 23 28 38 33 46 48
3 10 2 8 0 5 15 20 30 25 38 40
4 15 7 13 5 0 0 15 25 20 33 3%
5 5 17 23 15 10 0 5 5 10 23 25
6 30 |2 8 20 | 15 5 0 10 5 18 20
7 0 |32 [ [0 |25 15 1 0 5 8 10
8 35 |21 3 | 25 20 | 10 5 5 0 13 15
9 48 |40 | 4 | 8 | 33 | 23 18 8 13 0 2

—
o

50 42 48 40 35 25 20 10 15 2 0
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En la descomposicion se observan los dos grupos: Grl, con media % =12,y Gr2,
con media X, =40,6, con seudodiferencias medias de Gini de cada grupo.

> ek -5

A =22 7 =7,52
10 10
> > (i ‘x —X ‘
Ay = =7,68.
n2

Siguiendo a Dagum (1980 y 1985), la seudodiferencia media de Gini entre los
grupos 1y ?2es

nn,

donde el subindice 2 recoge los valores del grupo 2 y el subindice 1 recoge los valo-
res el grupo 1. Siendo A}, = X, — X, . Si intercambiamos los grupos, la formula es

>

>3 (% %)

i=1

N
[iN

H ’ !
siendo A}, =A,.
Cuando no hay reordenacion entre los dos grupos, entonces Aj, =A,,, siendo
5 10
2% =%
A = i=1 j=6
12 —
nan
ya que cada valor del grupo 2 supera a todos los valores del grupo 1, como se muestra
en el presente ejemplo.

De la identidad n’A’=n’A] +nlA, +2nn,A.,, se obtiene las siguientes des-
composiciones de Dagum para A'
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A'=pipAL + P, PA; +2pP,A,
y para el indice de concentracion C

C= Cl P, +C2 P,S; +C12 ( P.S, + pZSl) , (23)
A’ Y A : n n n, X
donde C=—, C,=—Lvy C,=—2 siendo p,=-%,p,=-%, § =—2=2%,
2X " 2x1y 202X, Y T
nzxz AIlZ e
S i C = = iS' =1.
27X 12 (X1+X2) y ;;p j

La primera parte de la descomposicion, llamada Dentro, es C, =C,p;s, +C,p,s, ,
y su valor es 0,072243346, que proviene de los valores siguientes.

p1 0,5

p2 0,5

s1 0,22813688
s2 0,77186312
C1 0,31333333
C2 0,0945812
C 0,3441064

La segunda parte de la descomposicién es Cy, =C,, (p;s, + p,S; ), que es igual a

nlnz()zz - Xl)
n

Cyp = = =Gg, siendo G el indice de Gini de las dos medias pondera-
X
| nn, [ X, +X, | _ _ _
as, ya que p;S, + p,S; == donde X, =12, X,=40,6 y X =26,3,

y se deduce que Cy, =p, —s,. El valor de A’:%:l&l. El valor de Entre es

Cyp =0,2718631.

Vemos que C, representa el 79,005% del indice de concentracion global C.
Ademas, se observa que C, es la diferencia entre la proporcion de individuos que
estan en el Gr.1, igual a 0.5, y la proporcién del total de valores de la variable en el
Gr1l respecto del total de valores de la variable en ambos grupos, 0,22813688. La
formula Cy, = p, —s; es la misma que la obtenida por (C. Costa, 2009) cuando se
utiliza la diferencia media de Gini, y no hay reordenacion entre los dos grupos.
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Veamos a continuacion dos grupos con reordenacion entre ellos.
El orden de los datos es ahora:

8<2<10<15<30=<25<40<35<48<50.

i

8
2
10
15
30
25
40
35
48
50

© oo D B W N - -

—_
o

Vemos que el Gr.2 tiene el valor 25 en el recorrido del Gr.1y, también, el Gr.1
tiene el valor 30 en el recorrido del Gr.2, es decir ahora existe reordenacion entre
estos dos grupos. La media del grupo Grl es 13, y la del grupo Gr2 es 39,6.

Los resultados son:

, A o ak[, Kk
A = - —912_2kz=;‘(xk+1 k)g[l—g]
y
10 10 .
ZZC(L j)|xI -
A, =120 =9,28
n

La seudodiferencia media de Gini entre los grupos 1y 2 es

=

5 10 o
c(i, j)[% -]
Ap, = =26,6,
12 n1n2
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!

que coincide con Aj,. Cuando hay reordenacion entre los dos grupos, A;, no coin-
cidecon A,,, yaque A, =27, _m_ientras que A}, = 26,6.
Veamos ahora la descomposicion de la concentracion C .

1) C,=C,ps, +C,p,s, es laparte denominada Dentro.

> S el i x|
c(i, J)|% =X
(plsZ + pZSl) i-1 j=6 !
2) C,=C S, + P,S, ) =——— = es la parte deno-
) Cg=Cp(PiS; + P51) (R+ %) -y p

minada Entre. Es facil probar que Cy, = p, —s,, y si ordenamos los dos grupos
nn, ()zz - )zl)
BT
siendo G el indice de Gini de las dos medias ponderadas ordenadas de menor
a mayor.

de menor a mayor segun sus medias resulta que C, =

Para descomponer la parte Entre vamos a partir de Aj,:

5 10
c(i, j)|xi —xj|
;i j=6
A12 - !
nln2

y vamos a considerar todos los pares de valores, de un total de nn, =25, con un
valor del Gr.2 y otro del Gr.1, es decir (ij,ili) , tal que la diferencia sea
X,; —%; >0, compatible con la diferencia entre las medias de los grupos, es decir
que X, — 760 . Para el ejemplo, la suma de todas estas diferencias dividida por 25,
esigual a 678 (Dagum llama “the gross economic affluence”) y que denominamos
por d,, =—==. Igualmente vamos a considerar todos los pares de valores, un de total
de nn, =25, con un valor del Gr.2 y otro del Gr.1, es decir ()”(21.,7(“), tal que la
diferencia es X,; —%X; <0 no compatible con la diferenc\j)a entre las medias de los
grupos, al ser X, — X, >0, y que calculamos como t6¥75 555 Ahora, la descomposi-
cion de A;, es A, =d,, —t,, que es igual a A;, =——*==—. Una explicacion del
valor 5 de t, =— se debe al concepto de “transvafifzioi&” introducido por Gini
(1916). Recorderfs que la media del grupo GR.1es X, =13 y la del grupo Gr.2 es
)?2 =39,6. Si ahora seleccionamos un par de valores, donde uno es del grupo 1, x;; ,
y otro del grupo 2, X;,;, tal que la diferencia entre X,; —X; sea negativa, cuando la
diferencia entre las medias de los dos grupos, X, — X, ,es positiva, diremos que se ha
producido una transvariacion. Cuando ocurre una transvariacion, el valor x; del
grupo 1 esta en el recorrido de los valores del grupo 2 ya que X; > X,;. Cuando

t,, =0 entonces los dos grupos no tienen reordenacion entre ellos.

Cuando operamos con la diferencia media de Gini, se prueba que
A, =(X2 - X1)+ 2t, =(d,, —t,)+2t,, esdecir A, queesigual a d,, +t,,,y que
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descomponemos en lasumade d,, —t, y 2t,,. Esta descomposicion de A, conduce
a la siguiente descomposicion: G, =Gg +G;, donde G, mide las diferencias entre
los dos grupos y G, es una medida de reordenacion entre los dos grupos (Maria
Monti; 2007, 2009).

De la descomposicion de A,,, vemos que, si la media del grupo 1 es mayor que
la del grupo 2, entonces d,, —t,, <0, que se evita ordenando las medias de menor a
mayor. En cuanto a usar el doble de t,, conduce a elevar G, sin que aumenten las
transvariciones.

Si volvemos a los indices de concentracion, una opcion para descomponer

Ap, :(Xz - )zl) es: Aiz =(d12 _2t12)+t12 , ya que A, :(X2 - Xl): dp, —t,,.
Ahora, la descomposicion de C,, es Cy, =C,, +C, , donde

(PS, + P,S;) nn [670 2)(5:'
T (X +X,) [d = 28] n’X| 25 25 (24)
y
(s, +1,8,) ”1”2{5}
C iy r———— = — . 25
(X X,) [t2] n’X | 25 (23)

La expresion (24) mide la diferencia entre d,,y 2t, , mientras que (25) mide la
reordenacion entre los dos grupos, es decir la cantidad de valores del grupo 1 que
estan en el recorrido de los valores del grupo 2.

Con las férmulas (24) y (25) podemos descomponer un indice de concentracion
C en dos grupos con reordenacion:

c=C,+C, +C.. (26)

En ejemplo vemos que el par de valores (30, 25), donde 30 estaen el grupo 1y 25
esta en el grupo 2, cumplen que 25 — 30 = -5, mientras que X, — X, >0, produce una
transvariacion con intensidad promedio igual a (30 — 25)/25, y que denominamos t,,
, donde 25 es el total de todos los posibles pares, cada uno de Gr.1y el otro de Gr.2.

En el ejemplo, tenemos los siguientes resultados:

p1 0,5

p2 0,5

s1 0,247148289

s2 0,752851711
p1s2 + p2s1 05

C1 0,350769231
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C2 0,117171717
C 0,340304183

donde C, =0,08745 la medida de concentracion Dentro. El valor de Entre es igual
a Cy, =0,25285171.

La descomposicion de Ces: C,,=0,25095057 y C, =0,00190114. Se prueba
que C, =p,—s, —C,. Dagum denominaa C , “la contribucion neta a la desigual-
dad entre grupos”, ya que hemos eliminado C, de C, . En nuestro caso, cuando hay
reordenacion entre los dos grupos entonces C_, no coincide con Gg . En cambio, en
el caso del indice de Gini, Maria Monti (2007, 2009) prueba que G,, =G . También,
si Gy, =G; +G,; para un indice de Gini, en nuestro caso C, =G;. El indice de reor-
denacion entre dos grupos, G,, suele llamarse R, que proviene de la reordenacion
entre grupos.

Una férmula para calcular la intensidad proporcional de transvariacién es

10

PHICEEE Y)Y () LN

i=1 j=6 2—11 =6 5 :t12,
nlnz I’]1nZ
es decir que A, =A,, — 25 , luego
172
C, = nlznE A, _2x5|_ n§n£{675—2><5}: nlzni{670—5} | 27)
n-Xx nn, | n°X 25 n“X[ 25

que es la suma de (24) y (24). El cociente 62—750 lo denominamos d,, . Asi, podemos

escribir C,, = n nz [d12 t,], C = nlzni t, Y 0 n2 [d12 t,], ya que

n“X
Aiz :dlz _t12-

Cuando C, =0, entonces no hay reordenacion entre los dos grupos, luego Gy, =C,,

Hemos visto que cuando hay reordenacic’)n entre los dos grupos, entonces
A, =27 es distinto de A;,=26,6. También, se prueba que
d, -t,=X,-X,=A,,=26,6. Al ser A,=d,+t,, resulta la expresion
A12_2t12 X —X =0,4+26,6=27. Si X,-X,=0, entonces t,=d,, luego

A, =2t, .Cuando t12 =0, entonces A, =A, =X, - X;,.

Nota: La descomposicion (26) es casi la misma descomposicion que la del indice de Gini
en el caso de dos grupos, asaber G =G, + G, y G, =G,;, + G, . La diferencia esta en los
indices C, y G,;,, yaque Cy, =Gy y G, —G (Marla Montl 2007).
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Cuando d,, >2t,, entonces C, >0. Si d,=2t,, entonces C, =0. Y si
dy, <2t,, entonces C,, <0. Cuando d,, =t,,,A;, =0, siendo C,, =0, luego solo
existe Dentro. Cuando d,, <t;,, entonces C, <0.

Dagum introduce una distancia a partir de d;, “the gross economic affluence” y
t, laintensidad relativa de las transvariaciones (caso de dos grupos). Para el caso
de un indice de concentracion, nosotros introducimos la siguiente seudodistancia

D12 :1_t1_2 — d12 — 2t12 ,
A, AL
que Dagum llama “the relative economic affluence” y suponemos que A;, >0.
Ahora, D, =1siemprey cuando t, =0.Y D,, =0 siempre y cuando d,, —2t,, =0,
siendo C, =0. El recorrido D,, esta en el intervalo (—oo,l], siendo cada vez mas
negativo a medida de que d,, tiende a t, con la condicion de que d,, >t, . Cuando
A}, <0, entonces X, > X, . Si intercambiamos los dos grupos se intercambian las
medias y asi la seudodiferencia media de Gini puede tomarse positiva.

Suponiendo que D,, >0, nuestra distancia sirve para descomponer Gy, =G, + G, ,
definiendo C,, =C,D,,, que es igual a (24) y C, =C,,[1-D,,], que es igual a (25).

Veamos un ejemplo.

A partir de una muestra aleatoria de 20976 declaraciones del impuesto de la renta
de las personas fisicas (IRPF) de la provincia de Granada del afio 2006, selecciona-
mos la renta antes de impuesto y el gravamen o impuesto, este Gltimo esta ordenado
segun la renta antes del impuesto.

Hemos divido la muestra en dos grupos con igual tamafio de 10488 declaraciones.
El primer grupo contiene las declaraciones con rentas por debajo de la renta mediana,
igual a 8.628,5 euros, y el segundo grupo contiene las declaraciones con rentas su-
periores a la renta mediana.

Recogemos los datos siguientes:

Media Gr.1 22,8899
Media Gr.2 9812,1
Media total 4917,49495
p1 0,5
p2 0,5
s1 0,00232739
s2 0,99767261
C 0,847813
C1 0,575209

C2 0,700574
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Cw 0,35014
Cgb 0,497672

En primer lugar, observamos que el grupo Gr.2 tiene un indice de concentracion
del gravamen (C2) superior al del grupo Gr.1. El valor medio de estos indices es
Cw=0,35014. En cuanto a la componente Entre, Cy = 0,497672, que representa el
58,7%, frente al valor de Dentro, que representa un 41,3%, significa que el valor del
indice de concentracion el impuesto se debe mas a la diferencia entre grupos que
dentro de los grupos.

La descomposicion de Gy, =G, +G, es igual a C, ,=0,4835015 y
C, =0,0141711. La intensidad promedio de la transvariacion, t,, , es de 278,745 eu-
ros, que representa el 2,85% del total de diferencia entre un valor del grupo 2 y un
valor del grupo 1 dividido por el total de pares de valores (10.4882). La intensidad
promedio de las diferencias compatibles con la diferencia de medias X, — X, >0,
d,,, es 10.067,955 euros, y representa el 97,15%.

Otra opcion es descomponer A;, =d,, —t,, siendo C, = C,, —C,, donde

c* _(p152+p251)[ ] nn, {670} nny,
(X +X,) G n?X| 25 | n2X '

(P, + PoS)p, 1 5
G R wy) el o )

siendo C,, =p, -5, +C, ¥ C,, +C, =2(p, —5,), yaque C,, =p, -5, —C,.
(C:b_cnb)

Por ultimo, C,, =C,, —2C,, luego C, = 5

Asi, podemos descomponer un indice de concentracion en dos grupos con reor-
denacion:

C=C,+C,-C,. (28)

En el ejemplo con dos grupos de igual tamafio (igual a 5) y con reordenacion,

obtenemos lo siguiente: C,, =0,254752852, C, =0,00190114, Cy =0,25285171

, C,=0,08745y C =0,340304183. Vemos que C,, €s un poco superlor al C, de
Ia primera opcion.
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9 UNA GENERALIZACION A k GRUPOS

Siguiendo a Dagum (1997), la férmula de la descomposicion de un indice de con-
centracion en k grupos es:

c=C +ZK:HA—,"‘(ps +PyS;)
w j=2h=1()zj Xh) j*h hoj )
n (X +X
Alser(p;s, + p,s;) :%, la descomposicion es igual a
c=C, +ZZ " hA'
12h1

Si tomamos la opcion primera, es decir que A% =d;, —2t;, +t;,, resulta la si-
guiente descomposicion:

k_iln.n k Ilnn
C=C,+2, nig(djh—ZtWZZn‘z =,
j=2 h=1 j=2h=1

j-1 j-1
Ch ych=ch+c/ donde

k
j=2 h=1

k
siendo C, =Y’

j=2 h=1

Ch, C ZZCJ“ =
j=2 h=1

er;?h[dih‘zﬁh} cl= Z;Etih] y ngz:ir;?h[dih_tih}

En el caso de un indice de Gini, debemos reemplazar d 2t]h por d —th,
por 2t;,y d; —t;por d;, +t;

ch_n
nb
n

j
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APUNTES POETICO-
DIDACTICOS SOBRE LA
HISTORIA DE LA ESTADISTICA
Y LAS PROBABILIDADES

JAVIER PERALTA
Universidad Auténoma de Madrid

1. INTRODUCCION

La diferencia de intereses y objetivos, los distintos recursos y técnicas de las mate-
maticas y la poesia, hacen poco frecuente que ambas materias se presenten unidas.
No obstante, en una reflexion mas meditada cabe hallar distintos vinculos entre las
dos, tales como la economia de palabras del lenguaje matematico y que también,
frecuentemente, acomparfia a un buen poema; la presencia matematica en la estruc-
tura formal de la poesia, como indicaba Menéndez Pelayo en su Historia de las ideas
estéticas en Espafia (Rodriguez, 2014); el mutuo interés por analizar el infinito; la
belleza; etc.

Por otra parte, es posible encontrar matematicos que estén enamorados de la poe-
sia, aunque consideran esta actividad como una aficion personal, desligada de su
profesion. E igualmente existen poetas que aman las matematicas, y que han querido
expresar ideas matematicas en sus versos. Algunos de ellos, en uno y otro caso, seran
mencionados en las siguientes péaginas.

Hay, por tanto, poesia matematica, si bien, dirigida casi siempre a conceptos ais-
lados, no a temas o teorias generales. Y de ella, una parte corresponde a lo que po-
driamos denominar poesia matematica didactica; esto es, la que va dedicada a la

! Como afirmaba Bertrand Russell (1976, p. 75): “...las matemdticas no solo poseen verdad, sino su-
prema belleza, una belleza fria y austera”.

299
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ensefianza. Sin embargo, esa poesia didactica suele ubicarse en los tramos de la edu-
cacion infantil o primaria, pero es practicamente inexistente la orientada a la ense-
fianza secundaria o universitaria.

En estadistica y calculo de probabilidades, como en las demés ramas de las ma-
tematicas, se adolece, del mismo modo, de una poesia didactica correspondiente. Y
esto es asi para cada uno de sus posibles enfoques: conceptos, teorias, teoremas,
aplicaciones, historia...

El objetivo del presente trabajo es subsanar en parte, de alguna manera, esa caren-
cia. Concretamente, facilitar a profesores y estudiantes un resumen de algunos de los
hitos mas importantes de la historia de la estadistica y probabilidad, mediante una pre-
sentacion poético-didactica en sonetos; para lo cual, nos vamos a permitir utilizar, in-
cluso, un lenguaje poco académico, mas cercano a los alumnos. El relato generalmente
ird acompafado, ademas, de un panorama global del desarrollo de las matematicas en
la época correspondiente y, en ocasiones, estara salpicado de aspectos cruciales de la
historia de la civilizacion, para situar aquella evolucion en su contexto.

2. MATEMATICOS POETAS Y POETAS AUTORES DE VERSOS
MATEMATICOS

Aungue matematicos y poetas se encuentren frecuentemente muy alejados o, incluso,
tal como se ha dicho antes, se ignoren directamente, han existido distintos matema-
ticos que han escrito poesia.

Centrandonos en el caso de Espafia y, como bot6n de muestra, podriamos citar a
Diego de Torres Villarroel (1684-1770), catedratico de Matematicas de la Universi-
dad de Salamanca, que predijo la fecha de la Revolucién Francesa en estos versos
(Martinez, 1998, p. 101):

“Cuando los mil contaras
y los trescientos doblados,
y cincuenta duplicados,
con los nueve dieces mas,
entonces tu lo veras,
misera Francia postrera
con tu Rey y tu Delfin
y tendra entonces su fin
tu mayor gloria primera.”

(1000+2-300+2-50+9-10=1790)

También Pedro Puig Adam (1900-1960), posiblemente el didacta de las matema-
ticas espafiol més ilustre a lo largo de la historia, escribi6 el siguiente soneto con
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motivo del fallecimiento de José Maria Plans, uno de sus maestros y director de su
tesis doctoral (Peralta, 2000, pp. 50-51):

“Inmovil, sin ruido, mansamente,
como una tenue luz que se apagara
borrosa la sonrisa de su cara
cerré los ojos y abatid la frente.

Asi se fue, tan dulce y suavemente,
gue mas que anochecer amaneciera,
como tras dura y fatigosa espera
a través de este mundo y de esta gente.

Su llama de bondad dejo encendida,
semilla de saber dejo sembrada.
Si corta fue su vida,

no por ello su ejemplo quedo en nada.
La leccion que nos dio no esta acabada.
i Y el corazon no olvida!”

Reciprocamente, también han existido poetas que se han interesado por las mate-
maticas, y que incluso han expresado distintas ideas matematicas en algunos de sus
versos. Entre ellos se encuentran Leopoldo Castillay el Teorema del solitario, Pablo
Neruda y su Oda a los nimeros...; pero acaso el mas conocido sea Rafael Alberti y
su soneto A la divina proporcion (Peralta, 2001, pp. 17-18):

“A ti, maravillosa disciplina,
media, extrema razon de la hermosura,
que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina,
aurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el universo armoénico origina.

A'ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compds ardiente.
Tu canto es una esfera transparente.
A ti, divina proporcion de oro.

En fin, en (NUfiez y Paralera, 2012), entre otros trabajos, pueden encontrarse mas
ejemplos de ambos casos.
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3. POESIA MATEMATICA DIDACTICA

Segun indica José Maria NUfiez Espallargas en La Ciencia en la Poesia, desde finales
del siglo XIX la ciencia ha sido a veces objeto de la poesia, debido fundamental-
mente a la influencia francesa y a la creencia de que la rima ayuda a la memorizacion
de los conceptos (Nufiez, 2008). Aunque esta poesia matematica didactica es mas
frecuente en los tramos de educacion infantil y primaria, de lo que hay abundantes

muestras en la grafia de los numeros, tablas de sumar y de multiplicar..., y, especial-
mente, en la obra de Gloria Fuertes (1917-1998).

No obstante, las escasas muestras que existen sobre poesia matematica se refieren
tan solo a casos aislados; esto es, abordan un tema o un aspecto muy concreto del
panorama matematico. Ejemplos bien conocidos son el Teorema de Thales, de Les
Luthiers, en versién musical; y otro escrito con anterioridad al siglo XIX: el texto de
la comunicacion (en italiano) de Tartaglia (1499-1557) a Cardano de la solucion de la
ecuacion cubica en tercetos (Martin, 2000, p. 115). También, aunque mucho menos
famoso que los anteriores, es un problema sobre grifos propuesto por Tomas Vicente
Tosca (1651-1723) en su Compendio Mathematico (Tosca, 1727, pp. 204-205).

Segln creemos, tan solo parece que haya tres excepciones; es decir, trabajos en
los que se presente un determinado enfoque matematico de manera global.

El primero data del siglo XIX, y se refiere a un tema colindante con las matema-
ticas: la astronomia. Es el libro titulado Poema Fisico-Astronémico (1828), del ma-
rino y matematico Gabriel Ciscar (1769-1829), que consiste en un tratado completo
de astronomia escrito en verso, y del que hemos tomado como ejemplo el siguiente
poema (Ciscar, 1861, pp. 127-128):

“Cuando, del hemisferio iluminado
El Polo, se halla mas aproximado
A uno U otro tropico, es mas lento
Hacia el Norte 6 el Sur el movimiento,
Hasta que, al parecer, queda parado:
Y se llama solsticio aquel momento
En que al limite llega prefijado,
Pues la elipse, en el punto colocado
Del respectivo Polo més cercano,
Es perpendicular al Meridiano;

Y estos puntos se Ilaman solsticiales.
Mas cuando son la noche y dia iguales,
Llaman el Equinoccio cominmente.
Y se advierte que son, muy propiamente,
De la lengua latina derivadas
Las denominaciones expresadas.”
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El segundo ejemplo es muy poco conocido. Se trata de la obra sinfonica, de orien-
tacion didactica, titulada Ensalada Matemética (Mufioz y Peralta, 2014), estrenada
en el afio 2014. Su texto consta de dos partes: una introductoria, breve, expresada en
décimas espinelas en las que se expone qué son (para el autor de la letra) las mate-
maticas: una ciencia que no solo es Util por sus aplicaciones, sino que es esencial-
mente creativa y una parte sustancial de la cultura. La segunda parte, escrita en ro-
mance, es una introduccion elemental de la historia de las matematicas.

La obra comienza de esta manera (ibid.):

“Para poder hacer cuentas,
ver si te engafia tu caja
0 si tu banco te faja
en vez de darte tus rentas,
td con la mates intentas
resolver estas cuestiones.

Y ademas de estas funciones,
¢sabes que hay mates amables,
simpaticas y agradables,
todo un mundo de ficciones?”’

El Gltimo caso se refiere al libro Las mates en verso (Peralta, 2015), en el que se
cuenta la historia de las matematicas en cincuenta sonetos y constituye, segun el
Prof. Luis Rico, autor del Prélogo, una obra poética didactica. Desde luego, no es
una historia de la estadistica y del céalculo de probabilidades en particular, aungque
I6gicamente esté incluida en aquella.

En las siguientes paginas se realizard una seleccion de los poemas relativos a la
historia de la estadistica y la probabilidad, que casi siempre iran precedidos de otros
que presenten una vision general de la historia de las matematicas (y, en ocasiones,
de la historia de la civilizacion) en la época correspondiente. Se comenzara con un
soneto, no perteneciente al libro mencionado, que se refiere a los inicios remotos de
la estadistica y la probabilidad.

4. NOTAS,POETICO-DIDACTICAS SOBRE LA HISTORIA DE LA
ESTADISTICA Y LA PROBABILIDAD

Consideramos los cinco momentos historicos, a nuestro juicio, mas importantes: sus
antecedentes remotos, el Renacimiento, el siglo XVII, el siglo XVIII y, conjunta-
mente —por la razén que luego se dird&— los siglos XIX y XX.
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4.1. Antecedentes remotos

La palabra estadistica, como es sabido, proviene del latin “statisticus”, que significa
estado. Los estados fueron, efectivamente, quienes durante siglos requerian informa-
cién, mediante censos, de su poblacidn: nacimientos o defunciones, bienes, produccién
agricola o ganadera, efectivos militares... Uno de los mas antiguos que se conoce se
hicieron en la Antigua Babilonia, unos 4.500 afios a. C., y otro posterior, también de
importancia, fue realizado en China hacia el afio 2.200 a. C. Segun la religion catdlica,
el nacimiento de Cristo, precisamente, tuvo lugar cuando se estaba efectuando el censo
romano, que afectaba, asimismo, como es natural, a la ciudad de Nazareth.

En cuanto a la probabilidad, tiene su origen en los juegos de azar originados con
el hueso astragalo de cordero (taba), quiza unos 40.000 afios a. C. Y existen eviden-
cias en pinturas en las piramides de Egipto, que muestran la existencia de juegos de
azar con la taba y los dados, hacia 3.500 a. C. También parece ser que continuaron
en Grecia y Roma.

En este soneto se resumen los inicios de la estadistica y el calculo de probabilidades:

De la ciencia estadistica, un censo
fue su antecedente primitivo:
uno hecho en Babilonia, lo suscribo,
siglos antes de Cristo, segln pienso.

En China hubo otro, muy extenso,
y el mismo nacimiento de El Mesias,
con un padron que se hizo en esos dias,
tuvo relacion, un nexo inmenso.

La probabilidad, ¢no conocias
cudéles son sus primeras expresiones?:
suceden en Egipto, ¢lo sabias?

En tiempo de los viejos faraones
jugaban a la taba, con porciones
de huesos de cordero, en las vias.

4.2. El Renacimiento

En el Renacimiento tiene lugar un importante desarrollo matematico, especialmente
en cuatro de sus ramas: algebra, con la resolucion de la ecuacion cubica (y cuértica)
y la introduccion del lenguaje algebraico; geometria, que durante mas de un milenio
apenas habia evolucionado y entonces retoma su desarrollo de la mano de los pinto-
res al investigar las reglas de la perspectiva (Peralta, 2008); el calculo infinitesimal,
0 mejor, sus precedentes, con la aparicion de los algoritmos infinitos; y el calculo de
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probabilidades, propiciado por las apuestas de los juegos de azar de los nobles. Aun-
que lo que aqui interesa es principalmente esto Gltimo, parece conveniente comenzar
describiendo cuales son las caracteristicas generales de este periodo histérico (Pe-
ralta, 2015, p. 75):

“Ahora comenzard una nueva era:
es el Renacimiento, que se inicia
mediado el siglo quince (jqué estulticial,
como si alguien aun no lo supieral),

y en todo el dieciséis también impera.
Es la centralidad del ser humano
dentro del Universo, el ufano
pensamiento que surge y que prospera.

Impulso que en Europa no es vano,
hay una efervescencia intelectual,
floreceran las artes por igual,

inventara la imprenta un germano,
se descubrird un mundo muy lejano
v la universidad sera crucial.”

En el siguiente soneto se habla del nacimiento del concepto de funcion en el siglo
X1V, el surgimiento de los algoritmos infinitos y, en el Gltimo terceto, del inicio de
la teoria de probabilidades (ibid., p. 81):

“Se inicio terminandose el Medievo,
con Oresme y sus representaciones,
el dibujo primario de funciones
en el siglo catorce, lo compruebo.

Pues dos siglos después de estas acciones
el analisis hace su presencia:
sus precursores forman con frecuencia
calculos infinitos, sucesiones...

Algoritmos de Vieta (jqué pasada
para calcular pi de forma dada!),
Cataldi y sus fracciones infinitas...

La probabilidad, que hoy necesitas,
en los juegos de naipes es tratada,
y asi, sera estudiada.”
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4.3. El siglo de los genios de la matematica

El foco principal de la actividad matematica durante la Revolucién Cientifica, que
habia comenzado en el siglo XVI en lItalia, se desplaza hacia el norte, entre otras
razones por la relativa libertad religiosa que se respiraba en esa zona. Destacan en-
tonces figuras de la talla de Pascal, Fermat, Descartes, Newton, Leibniz...; de ahi,
que el siglo XVII pueda llamarse el siglo de los genios de la mateméatica.

Finaliza el XVIy comienza el XVII con la introduccion de los logaritmos, tra-
tando de simplificar los calculos aritméticos, y continda con el nacimiento de la geo-
metria analitica y el inicio de la teoria de nimeros. También aparece la geometria
proyectiva (surgida de la perspectiva de los pintores), que poco después queda arrin-
conada hasta que se retoman sus ideas en siglos posteriores.

Aunque la estadistica y el calculo de probabilidades habian dado sus primeros
pasos con Cardano, Tartaglia y Galileo, es el XVII cuando se considera que nacen
propiamente como cienciay, asimismo, empiezan a vislumbrarse algunas de sus apli-
caciones. Ademas, se perfecciona el concepto de funcidn y comienzan a gestarse las
ideas fundamentales del célculo infinitesimal. En su dltimo tercio, Newton y Leibniz
realizaran las aportaciones esenciales y construiran su cuerpo de doctrina.

En el siguiente soneto se resumen el principio de la elaboracion de la teoria de la
estadistica y la probabilidad y, de manera breve, algunas notas acerca de su desarro-
llo en este siglo (ibid., p. 89).

“También con la estadistica, juzgad,
se logré impulsar su crecimiento,
y de igual modo en probabilidad
Galileo y Meré dieron su aliento.

Pascal y Fermat, con el complemento
de Huygens, formularon en su dia
las bases principales del invento
de probabilidad: su teoria.

La probabilidad y la estadistica,
con sus aplicaciones y su heuristica,
se investigaron, pues, y hubo un avance.

Huygens y Halley hacen que se afiance
en la demografia su casuistica,
y hasta en anualidades tuvo alcance.’

>

4.4. La matematica ilustrada

En el siglo X V11, Siglo de la llustracion, Siglo de las luces o Siglo de la razon, la tradi-
cion va sustituyéndose de algin modo por la razén, la critica y la libertad religiosa.
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La matematica muestra una gran fecundidad, pero no en cuanto al nacimiento de
nuevas ramas, sino por el desarrollo de las ya creadas, especialmente el calculo infi-
nitesimal, que se integra en un campo mas amplio: el andlisis. Y hay un matematico
que sobresale por encima de todos: Leonhard Euler (1707-1783), que hace aporta-
ciones fundamentales a todas las ramas de las matematicas y de la fisica matematica.

Asi se describen en cierta manera esas ideas (ibid., p.95):

“El Siglo de las Luces, o también,

el de la llustracion, es importante,

pues tuvo un desarrollo alucinante
el calculo, que hubo a tutiplén.

El personaje mas acadabrante
gue en todos los terrenos destacara,
y sin estar majara,
es Euler, un cientifico impactante.

En calculo es un nombre tan brillante
como en la geometria fue Euclides,
aunque alguien méas también hizo bastante.

D’Alembert, Bernoulli y otros varios,
Stirling o Laplace, no los olvides,
ni a Legendre y Lagrange: son legendarios.”

Obviamente, ademas del calculo también progresaron otras areas de las matema-
ticas, como la teoria de nimeros o la geometria proyectiva y, asimismo, se inaugura
una incipiente topologia. La probabilidad y la estadistica reciben igualmente un im-
pulso en su desarrollo, como se recoge en el siguiente soneto (ibid., p. 99):

“En probabilidad y en estadistica
Bernoulli descubrid su teorema
o llamado, siguiendo su casuistica,
el de los grandes nimeros: su emblema.

Tendremos que citar en este esquema
a De Moivre, Laplace y otros mas,
y la curva normal e igual, quizas,
distribucién continua, jvaya tema!

También mencionaremos a Tom Bayes,
ligado a su teorema (fliparas
si tratase de entrar en los detalles).

Aplicaciones en demografia;
¢por quiénes?: no es preciso que los halles,
fueron Euler, Fourier y comparnia.”
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4.5. La matematica contemporanea

Hay ciertos rasgos que caracterizan las matematicas del siglo XIX, algunos de los
cuales persisten durante parte del XX. Por ello, haremos un examen conjunto de
ambos siglos, aunque excluyendo, mas o menos, la segunda mitad del XX, debido a
gue la matematica ya es muy compleja, y dificilmente tendria encaje en la visién
didactica de la historia que se pretende relatar en este trabajo.

A nuestro juicio, esas caracteristicas comunes a ambos siglos son esencialmente
cuatro. La primera es la fecundidad (la produccién matematica es mucho méas extensa
que la desarrollada en total en los siglos anteriores). La segunda es la unidad: las dife-
rentes ramas de las matematicas seguian su curso de manera practicamente indepen-
diente, y ahora se procurard formar conceptos muy generales que permitan admitir
ciertas similitudes en sus estructuras (se recobra asi, en cierto modo, la unidad existente
en la matematica de la Antigua Grecia). Por otra parte, desde finales del XVIII habian
comenzado a aparecer ciertas contradicciones en los principios de diversos conceptos
y teorias, que ahora se intentaran corregir; asi, el tercer rasgo es la revision de funda-
mentos, acentuando la autonomia de las matematicas del mundo exterior y de otras
ciencias. Por tltimo, se introduce la teoria de conjuntos, en cuyo lenguaje se va a tratar
de expresar la gran variedad de nociones y temas matematicos.

En los dos siguientes sonetos se expresan estas ideas y alguna otra (ibid., pp. 101
y 103):

“El siglo diecinueve en las mates
es llamado también su Edad de oro:
evolucionan, aungue hay deterioro
en fundamentos suyos (ven dislates).

Vamos a analizar conjuntamente,
ya que coinciden rasgos y debates,
el siglo diecinueve junto al veinte.
Pues all& van: espero te percates.

Lo primero, diré, fecundidad,
pues ahora nuestra ciencia, ciertamente,
se extiende mucho mas en cantidad.

El segundo atributo es la unidad;
y para que las mates sean compactas,
se crearan nociones muy abstractas.”

“Rasgo tercero: nueva coincidencia
sera la revision de fundamentos;
pondréa en evidencia sus acentos,

su independencia, pues, de otra ciencia.
Y el cuarto y ultimo de sus aspectos
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serd la introduccion de los conjuntos:
toda la matematica, y asuntos
suyos, se basara en sus elementos.
Pero antes que estudiemos cada rama
en los sonetos proximos adjuntos,
digamos algo mas del panorama:

la mitad inicial del diecinueve
es regida por Gauss, el de mas fama,
y Cauchy, que también es de relieve.”

Se desarrollan entonces de manera espectacular las distintas ramas: teoria de nu-
meros, analisis matematico, algebra...; y nacen otras nuevas. En particular, Laplace
(1749-1827), a caballo entre los siglos XVl y XIX, confiere un enfogque auténtica-
mente matematico al calculo de probabilidades y, en compafiia de Poisson, Gauss,
etc., lo desarrollan y lo aplican a otros campos. En la segunda mitad del XIX, sera la
Escuela de San Petersburgo, con Chebyshev y sus discipulos, quien tendra el prota-
gonismo. A finales del XI1X, a partir de la axiomatica de Kolmogorov, la estadistica
vuelve a extenderse por todo el mundo y se da el paso de la estadistica deductiva a
la inductiva. Etc.

A continuacién se hace un resumen en verso de la evolucién de la estadistica y
las probabilidades (ibid., p. 111):

“En probabilidad y estadistica
citemos a Laplace, a quien se debe
la definicion méas caracteristica
de probabilidad, muy claray breve.

La campana de Gauss y experimento
de Galton, dos ejemplos de relieve.
Digamos que también va el movimiento
a Rusia, a mitad del diecinueve.

Algunos personajes de talento:
Kolmogorov, Chebyschev y otros son
Markov, Lyapunov, Fisher y Poisson.

La estadistica es inferencial
y sus aplicaciones son legion:
Galton, Pearson, Student... (un raudal).”
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5. EPILOGO

En las péaginas precedentes se ha tratado de elaborar una aproximacion elemental,
versificada, de la historia de la estadistica y de la probabilidad, con un objetivo di-
dactico: dirigido fundamentalmente a alumnos de ensefianza secundaria obligatoria,
bachillerato y, quiza, primer curso universitario. En todo caso, seran los profesores
correspondientes quienes habran de considerar si este material puede ser adecuado
para ello y, en caso afirmativo, cual habria de ser la metodologia apropiada para su
puesta en practica.

Por otra parte, quisiéramos dejar constancia de nuestras dudas acerca de si estas
notas elementales tienen el nivel académico exigido para formar parte de los trabajos
del VIII Congreso Internacional de Historia de la Estadistica y la Probabilidad. Si no
fuera asi, rogamos se disculpe a quien, considerando como Weierstrass, que “ningun
matemdatico puede serlo del todo si no tiene también algo de poeta” (Gonzélez, 2012,
p. 13), tan solo ha pretendido mostrar una cara mas amable de la historia de la estadis-
tica y la probabilidad y de la que es reina y a su vez criada de las ciencias.
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